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Metody dokazov v matematike

1. Uvod

Zivy jazyk je prili§ bohaty pre potreby matematiky. Vyznam jednotlivych slov je
vysledkom dlhého historického vyvoja. Jedno slovo mdze mat r6zny vyznam ( napr. hlavicka
je Cast’ klinca, ale aj o midrom ¢loveku mézeme povedat’ ,, To je ale hlavicka ! «“ ), alebo
jedna vec moze byt oznafend viacerymi pojmami ( napr. chyba je omyl ). Niekedy zavisi od
situacie, ktory pojem je vhodné pouzit’ ( napr. vic¢Sina domcekov je zadroven budovami, ale nie
kazda budova je domcekom ). Preto nie vzdy rozumieme vsetci to isté, ked’ pocujeme nejaké
slovo alebo vetu.

V matematike existuje sposob, ako predist’ takymto nedorozumeniam — celd mate-
matika je postavena na niekolkych zikladnych pojmoch ( mnozina, bod, ¢islo, ... )
a niekol’kych tvrdeniach ( vyrokoch ) o nich. Tieto tvrdenia sa nazyvaju axiomy. Vsetky
ostatné pojmy, ktoré sa v matematike pouzivajl, je treba definovat’, t.j. popisat’ pomocou
zékladnych pojmov alebo inych — predtym definovanych — pojmov. Rozlisujte pojmy defini-
cia — definiciou sa popisuje novy pojem — a matematickd veta — veta je tvrdenie
0 vlastnostiach pojmov. Vsetky tvrdenia v matematike treba dokazat’ ( odvodit’ ) pomocou
axiom alebo inych predtym dokazanych tvrdeni.

Pomocou tohto u¢ebného textu sa dozviete, ktoré metoddy sa pouzivaju pri dokazovani
matematickych tvrdeni a ako treba pri dokazovani postupovat’.

1. dloha :

Zopakujte si, €o je vyrok, pravdivostnd hodnota vyroku, negécia vyroku, hypotéza,
implikacia, obmena implikacie. Ako symbolicky zapiSeme pre vsetky, existuje, z toho vyplyva,
c¢islo n je prirodzené, cislo 4 je delitelom cisla n ?

2. Gloha :
Na zékladnej $kole ste pouzivali pojem poucka. Oddévodnite, ¢i st poucky definicie
alebo matematické vety.

2. Priamy dokaz

Je to najjednoduchsi sposob ddkazu. Dékaz tvrdenia ( vety ) T pozostava len z ko-
necného retazca implikacii, T1 > T2 = Ts = ... = Ta = T, prifom prvy ¢len T1 je
axioma, alebo uz dokazané tvrdenie a kazdé d’alSie tvrdenie ( T2 az Tn ) logicky vyplyva
z predchadzajuceho tvrdenia.

1. rieseny priklad :

Dokéazte, ze sucet ktorychkol'vek piatich po sebe iducich parnych prirodzenych cisel je
delitel'ny ¢islom desat’.
Riesenie : Parne prirodzené ¢islo mézeme oznacit’ 2n ( preo ? ) = péat’ po sebe iducich par-
nych prirodzenych ¢isel ozna¢ime 2n, 2n + 2, 2n + 4, 2n + 6 a 2n + 8 = ich stcet je potom
2n+(2n+2)+(2n+4)+(2n+6)+(2n+8)=10n+ 20 =10(n + 2 ) = sucet je 10-
nasobok Cisla n + 2 = stcet je delitel'ny ¢islom 10.

3. tloha :
Symbolicky zapiste a dokazte nasledujuce tvrdenia :
a) Sucet troch za sebou iducich prirodzenych cisel je deliteny ¢islom 3.
b) Druha mocnina neparneho cisla je tiez neparna.
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¢) Sucin troch po sebe idtcich prirodzenych je delitelny ¢islom 6.
d) Sucin styroch po sebe iducich prirodzenych je delitelny ¢islom 24.

2. rieSeny priklad :

Dokazte, ze pre vSetky prirodzené Cisla n plati : 4 | n* + 3n2,
RieSenie : Dokaz rozdelime na dve Casti. Predpokladajme najskor, Ze n je parne ¢islo, t.j.
n=2k = n*+3n?=n?(n? + 3) = 4k?( 4k? + 3 )= vyraz n* + 3n? je nasobkom &isla 4.
Ak n je neparne &islo, t.j.n=2k+1= n*+3n2=n*(n?+3)=(2k + 1)’[(2k + 1)*+ 3] =
= (2k + 1)?( 4k? + 4k + 4 ) = druhy ¢initel’ je ndsobkom ¢&isla 4 = vyraz n* + 3n? je nasob-
kom ¢isla 4.

4. uloha :
Dokazte, ze pre vSetky prirodzené Cisla n plati :
a)2|(n2-3n)

b) 3| (n®+2n?)
Pomaocka : Rozoberte moznosti, ze n je delite'né 3, n dava po deleni tromi zvysok 1,
n ddva po deleni tromi zvySok 2.

C) * Sucet tretich mocnin troch za sebou idtcich prirodzenych ¢isel je ndsobkom ¢isla
devat. Pomocka : Cisla zapiste akon—1,nan + 1.

d) * 36 | 2n6 —n* - n?
Pomocka : rozlozte vyraz 2n® — n* — n? na stigin.

Pri dokazovani implikdcie A=B, postupujeme ako pri priamom dokazovani tvrdenia,
ibaze v tomto pripade si vezmeme za vychodisko tvrdenie A a snazime sa logickymi uvahami
dospiet’ k tvrdeniu B.

5. Uloha :
Dokazte, Ze pre vSetky prirodzené ¢isla n plati :
a) Ak n nie je delitel'né troma, tak jeho druhd mocnina dava po deleni tromi zvySok
jedna.
b) Ak prirodzené ¢islo konéi ¢islicou 5, tak jeho druha mocnina konéi dvoj€islim 25.

3. Nepriamy dokaz

Zlozeny vyrok -B = -A sa nazyva obmena implikacie A = B. Obmenu implikécie
vytvorime tak, Ze vymenime poradie vyrokov Vv implikacii a vyroky A a B nahradime ich
negaciami.
Dané implikacia: Ak je druha mocnina ¢isla n parna, tak aj ¢islo n je parne.

Obmena implikacie : Ak je ¢islo n neparne, tak aj jeho druha mocnina je neparna.
NemyT'te si negaciu implikacie s obmenou implikécie.

6. tloha :
Dokazte, Ze implikécia a jej obmena maju vzdy rovnakua pravdivostni hodnotu.
Pomocka : tabul’ka pravdivostnych hodnot.

7. uloha :
Napiste ( ak sa da aj symbolicky ) obmeny implikacii :
a) Ak tretia mocnina prirodzeného Cisla n je neparna, tak aj ¢islo n je neparne.
b) Ak ¢&islo 3 nedeli &islo n, tak n? nie je delitené ¢islom 9.
C) 10|(n—1).(n+1):>5nedelin
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Princip nepriameho dokazu spociva v tom, Ze namiesto implikacie ktoru chceme
dokazat’, dokaZzeme jej obmenu. Nepriamy dokaz pouzivame vtedy, ked’ prvy vyrok v im-
plikacii je zlozitejsi ako druha ¢ast’ implikéacie.

3. rieSeny priklad :

Dokazte, Ze pre vietky prirodzené &isla n plati : ak 5 nedeli n® — 6n? + 2n — 10, tak n
nie je delitelné 5.

Riesenie : Obmenou danej implikécie je vyrok 5|n = 5| n®— 6n2 + 2n — 10.
5/n=n=5k= po dosadeni n® — 6n2 + 2n — 10 = ... pokracovanie uz zvladnete sami ©.

8. tloha :
Dokazte, ze tvrdenia z predchadzajucej Ulohy platia pre vsetky prirodzené ¢isla n.

4. Dokaz sporom

Z predchadzajlcej kapitoly uz iste viete ©, aky je vzt'ah medzi nasledujucimi dvoma
vyrokmi : Ak je vyrok ( tvrdenie ) T pravdivy, tak kazdy z neho odvodeny vyrok je pravdivy.
Ak existuje nepravdivy vyrok odvodeny z tvrdenia T, tak aj tvrdenie T je nepravdivé.
Druhy vyrok popisuje zakladny princip dékazu sporom.

Postup pri dokaze sporom :
1. Vyslovime negéciu vyroku, ktory mame dokazat’.
2. Z negacie odvodime vyrok, ktory je nepravdivy ( je v rozpore s niektorym predpokladom ).
3. Ak sa d& z negacie odvodit’ nepravdivy vyrok, tak negacia je nepravdiva a pévodny vyrok

( ktory sme mali dokézat’ ) je pravdivy.

4. rieSeny priklad :
Dokazte, ze geometricky priemer dvoch 'ubovol'nych kladnych redlnych ¢isel je mensi
alebo rovny ich aritmetickému priemeru.

. . s o . a+hb ] A
Riedenie : Mame dokézat’ pravdivost nerovnosti Va,beR" : vab < — Vytvorime najskor

jej negaciu : 3 a,beR™: \/ﬁ>¥ — 2ab>a+b= poumocnenidab>(a+b)? =

= 4ab > a? + 2ab + b? = 0 > a? — 2ab + b = 0 >(a — b )? < tato nerovnost’ je urdite neprav-
diva, pretoZe druha mocnina kazdého redlneho c¢isla je nezdporna = neplati nerovnost’

a+h a+ . .
JabeR*:/ab > — — musf platit’ tvrdenie Va,beR* : /ab < Tb ktoré sme mali
dokazat’.

9. uloha :
Bez pouzitia kalkulacky dokazte, ze plati :
a) 5 +5 <55

b) V11++/10 <1++/11-4/10 .

10. uloha :
1
a) Dokazte, ze pre kazdé kladné redlne Cislo a plati : a+ 3 >2

2

X 1
b) Dokazte, ze pre kazdé realne Cislo x plati : —w < 5
X
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ath _ 2(a® +ab+b?)
3(a+h)
d) *Dokazte, Ze najmensi spolo¢ny nasobok n(a,b) a najvacsi spolo¢ny delitel’ D(a,b)
prirodzenych &isel a,b spiiiaju nerovnost a.D(a,b) + b.n(a,b)> 2ab. Zistite, pre ktoré
¢isla a,b sa tato nerovnost’ zmeni na rovnost’.

c) *Dokazte, ze pre vSetky kladné realne Cisla a,b plati :

5. rieSeny priklad :
Dokazte, Ze &islo V2 nie je racionélne.
Riesenie : PouZijeme dokaz sporom — predpokladajme, Ze \2 je raciondlne &islo = V2

modzeme napisat’ v tvare zlomku J2 = E, kde p a q su nestdelitel'né ¢isla, peZaqeN =
q

po Uprave a umocneni 2¢? = p?> = druhd mocnina &isla p je parne &islo = aj p je parne &islo,
tj. p = 2k, kde keZ = po dosadeni 292 = 4k? = g° = 2k? = aj druha mocnina ¢&isla q je parne
Cislo = ( je parne ¢islo = ¢isla p a q su delitelné dvoma = spor ( rozpor ) s predpokladom,
7e p a q st nestdelitelné &isla = tvrdenie, Ze V2 je racionalne &islo, je nepravdivé.

11. Gloha* :
Dokazte, 7e ¢isla V3 a V5 nie st racionalne &isla.

5. Rozne dlohy

Vsetky dokazy, ktoré ste doteraz robili, suviseli s jedinou oblastou matematiky —
teoriou Cisel. To vSak neznamend, Ze tvdenia z inych oblasti matematiky netreba dokazovat'.
NajstarSie matematické dokazy pochadzaji zo starovekého Grécka — sU to dbkazy réznych
tvrdeni z planimetrie. Vymyslel ich v 3. stor. p.n.l. matematik Euklides ( a spolu snimi cell
tedriu klasickej geometrie ).

12. dloha :
V pravouhlom trojuholniku platia tzv. Euklidove vety ( kto si ich paméata ® ... ).
a) Dokazte pomocou Euklidovych viet Pytagorovu vetu.
b) Dokazte, Zze v pravouhlom trojuholniku ABC s preponou c plati : & = aiz +é.
13. tloha :
Trojuholnik ABC na obr. je pravouhly, s preponou c.
Zvyraznené Utvary su tzv. Hippokratove mesiaciky — vznikli
b pomocou polkruhov nad stranami trojuholnika. Dokazte,
ze sulet ich obsahov nezavisi od ¢isla m. ( Obsah Hippo-
Y c % kratovych mesiacikov je mozné vyjadrit’ len pomocou dizok
odvesien trojuholnika ABC).

14. uloha :
a) Mame dva valce. Druhy valec je dvakrat vyssi ako prvy, ale polomer jeho podstavy
je len polovi¢ny. Dokézte, prvy valec ma dvakrat vacsi objem ako druhy valec.
Objem valca je V = m.v.r2,
b) Dokazte, ze pomer objemov rotaénych kuzel'ov, ktoré vzniknu rotaciou pravouhlé-
ho trojuholnika ABC ( s preponou ¢ ) okolo jeho odvesien, je a:b. Zistite pomer ob-
sahov plastov tychto kuzel'ov.



