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Kuzelosecky
1. Kruznica a kruh

Definicie : KruZnica je mnoZina vSetkych bodov v rovine, ktorych vzdialenost’ od daného
bodu S — stredu kruZnice — je konsStantna, t.j. rovna sa kladnému realnemu ¢islu — polomeru
kruznice. Mnozina vSetkych bodov v rovine, ktoré lezia na kruznici alebo v jej vnutri tvori
kruh.
Napiste rovnicu, ktora plati pre vSetky body X leziace
na kruznici k so stredom S[m,n] a polomerom r.
Podra definicie : | XS|=r
V(x-m)+(y-n)=r

(x=m)+(y-n)*=r

Definicie : Rovnica (x—m )2+ (y-n)>=r? reR*

sa nazyva rovnica kruznice v stredovom tvare. Bod
S[m,n] je stred kruznice, ¢islo r je polomer kruZnice.

Nerovnica (x—m )%+ +(y—n)?<r? reR* sa nazyva analytické vyjadrenie kruhu so

stredom S a polomerom r. Rovnica x> + y? + a.x + b.y + ¢ =0, a,b,ceR sa nazyva rovnica
kruZnice vo v§eobecnom tvare.

1. veta : Kazda kruZnica ma prave jednu rovnicu vo vSeobecnom tvare.
Niektoré rovnice v tvare x> + y? + a.x + b.y + ¢ = 0, a,b,ceR nie st rovnicami kruznic.

Student musi vediet':

— napisat rovnicu kruznice ( vyjadrenie kruhu ), ak poznda polomer a siradnice stredu
— zakreslit kruznicu ( kruh ) v sUstave suradnic

— zistit, ¢i dana rovnica je rovnicou kruznice — potom urcit suradnice stredu a polomer
—zistit, ¢i dany bod lezi na kruznici ( vo vautri kruhu )

—napisat rovnicu kruznice, ak pozna suradnice 3 bodov, ktoré leZia na kruznici

2. Vzdjomna poloha priamky a kruznice
Doty€nica kruznice

N

p

Pre vzajomnu polohu priamky p a kruznice k plati :

| Sp |>r p je nesecnica | Sp |=r p je doty¢nica |Sp |<r p je se¢nica

SuUstava vytvorena Sustava vytvorena z rov- Sustava vytvorena z rov-

Z rovnic priamky nic priamky a kruznice nic priamky a kruznice

a kruZnice nema rieSenie ma jedno rieSenie — ma dve rieSenia —
stradnice bodu dotyku stiradnice priesecnikov
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Student musi vediet :
— zistit vzajomnu polohu priamky a kruznice
— vypocitat suradnice spolocnych bodov priamky a kruznice( ak existuju )

Uloha : Aka moze byt vzajomna poloha 2 kruZnic, vzh'adom na vzdialenost’ ich stredov
a velkost’ polomerov ? Ako vypocitame suradnice ich spolo¢nych bodov ?

2. veta : Rovnica doty¢nice t ku kruZznici k: (x —m )? + (y—n)? =r?, ak bodom dotyku je
bod T[xo,yo], jet: (M —=Xo).(X=Xo)+(Nn—=Yyo).(y—yo)=0.
Dékaz : Dan je kruznica k:(x — m)? + (y —n )2 =r2, bod
T[Xo,Yo] je bod dotyku, X[X,y] je 'ubovolny bod leZiaci na
doty¢nici t. Pretoze TS L t, mdze byt vektor nt = TS =

= [m — Xo,n — Yo] normalovy vektor doty¢nice t. Po dosadeni do
vSeobecnej rovnice doty¢nice t dostaneme :

t: (m-Xo).X+(n-yo).y+c=0Dosadime X = Xo, Y = Yo,
vypocitame ¢, dosadime do rovnice doty¢nice a upravime :
t(m—Xo).(Xx=Xo)+(n—-Yo).(y-yo)=0

k

T, ¥l

3. veta : Rovnica doty¢nice t ku kruZnici k: (x —m )%+ (y —n)? =r?, ak bodom dotyku je
bod T[xo,yo], jet: (M =Xo).(m—=x)+(n-yo).(n-y)=r?.

Dokaz : pomocou diferencialneho poctu ( 4. rocnik gymnéazia )

NezaleZi na tom, ktoru rovnicu doty¢nice ku kruznici budete pouZzivat’. Prva rovnica sa da
I'ahko odvodit’, druhu si mézete 'ahSie zapamitat’, pretoze sa podoba na rovnicu kruznice.
Castejie sa pouziva druha rovnica.

Uloha : Napiste ( smernicovu ) rovnicu doty¢nice ku kruznici, ak poznate rovnicu kruznice
a suradnice bodu, ktory lezi na dotycCnici ale nelezi na kruznici. !

Student musi vediet :

— napisat rovnicu dotycnice ku kruznici, ak pozna suradnice bodu dotyku

—napisat rovnicu dotycnice ku kruznici, ak dotycnica je kolma ( rovnobeznd ) na danu
priamku

— zistit, pod akym uhlom vidiet kruznicu z daného bodu ( bez pouzitia dotycnic )

3. Parabola

Definicia : Mnozina vSetkych bodov X roviny, ktoré maju
rovnaku vzdialenost’ od danej priamky d a bodu F, nazyvame
parabola s riadiacou priamkou d a ohniskom F. Ozn.

P: |Xd | = | XF | . Budeme sa zaoberat’ iba parabolami, ktoré
maju riadiacu priamku rovnobeznii s x-0sou alebo y-osou.
Bod, ktory ma najmensSiu vzdialenost’ od ohniska aj riadiacej
priamky paraboly, sa nazyva vrchol paraboly. Os sumernosti
paraboly sa nazyva os paraboly.

4. veta : Ohnisko a vrchol lezia na osi paraboly. Os paraboly je kolma na riadiacu
priamku paraboly.
Definicia : Realne ¢islo p, pre ktoré plati | p |=|Fd|, sa nazyva parameter paraboly.
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Ak ohnisko lezi nad riadiacou priamkou alebo vpravo od nej, tak p>0. Ak ohnisko leZi pod
riadiacou priamkou alebo vl'avo od nej, tak p<0. Vzhl'adom na polohu riadiacej priamky
a ohniska rozliSujeme 4 typy paraboly.

&

5. veta : Kazda parabola, ktora ma riadiacu ¥
priamku rovnobeZznii s X-0s0U ( os rovnobez-
na s y-osou ) a vrchol V[vi,v2] méa rovnicu
(x—v1)? =2p.(y —Vv2). Kazda parabola,
ktora ma riadiacu priamku rovnobezni
S y-0s0u ( os rovnobeznu s X-0sou ) a vrchol

V[v1,V2] ma rovnicu 2p.(x—-vi)=(y—V2)% 0
D6kaz : Budeme uvazovat’ o parabole na obr.

dy-v2+%p=0 d
Flvi,v2 + %.p]

Podra definicie : | Xd|=|XF]|
Dosadime do vzorcov pre vzdialenost’ bodu od priamky a vzdialenost’ dvoch bodov :
|y —v2+%p =V (X=vi)?+(y—Vvo—%ep)?

Po spravnom umocneni a Uprave dostaneme : ( X — v1)? = 2p.(y — V2 )

Poznamka : Parabola, ktora mé vrchol v bode V[0,0] ma rovnicu 2p.y = x? alebo y? = 2p.x .

Definicia : Rovnica x>+ a.x + b.y + ¢ =0, a,b,ceR, b#0 alebo y> + a.x + b.y + ¢ =0,
a,b,ceR, a#0 sa nazyva v§eobecna rovnica paraboly.

6. veta : Kazda parabola ma prave jednu vSeobecnu rovnica. Kazda rovnica, ktora ma
taky tvar ako niektora z rovnic v predchadzajicej definicii, je vSeobecnou rovnicou
paraboly.

4. Vzdjomna poloha paraboly a priamky
Doty¢nica paraboly

Definicia : Vnutorna oblast’ paraboly je mnoZzina vSetkych bodov X roviny, ktorych vzdia-
lenost’ od riadiacej priamky paraboly je vacsia ako vzdialenost’ od ohniska, t.j. | Xd| > |FX]| .

Vzajomna poloha paraboly a priamky moze byt’ nasledovna :

T
priamka p je nesecnica \
sustava vytvorena z rovnice
priamky a rovnice paraboly ™
nema riesenie

priamka t je doty¢nica 0
réznobezna s osou paraboly
sUstava vytvorena z rovnice
priamky a rovnice paraboly ma 1 rieSenie — suradnice bodu
dotyku T
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priamka p je se¢nica

sustava vytvorena z rovnice
priamky a rovnice paraboly ma
2 rieSenia — suradnice
priese¢nikov

alebo priamka p je rovnobezna
s osou paraboly a priamka

a parabola maju 1 spolo¢ny bod 0 ) >

7. veta : Ak ma parabola rovnicu x? + a.x + b.y + ¢ = 0, a,b,ceR, b#0, tak jej doty¢nica
v bode T[xo,yo] ma smernicu k =—(2xo + a)/b.

Ak ma parabola rovnicu y? + a.x + b.y + ¢ = 0, a,b,ceR, a#0, tak jej dotyénica v bode
T[Xo,yo] mé smernicu k =—a/( 2yo + b).

Student musi vediet :

— napisat rovnicu paraboly ak pozna suradnice vrcholu a parameter

— napisat rovnicu paraboly ak poznd suradnice ohniska a rovnicu riadiacej priamky

— Z rovnice paraboly zistit suradnice jej vrcholu a ohniska, parameter a rovnicu riadiacej
priamky

— zndazornit parabolu v sUstave sUradnic

— zistit' vzajomnui polohu paraboly a priamKy a vypocitat suradnice ich spolocnych bodov

— napisat rovnicu dotycnice ku parabole, ak pozna suradnice bodu dotyku

5. Elipsa

Definicia : Mnozinu vsetkych bodov X roviny,
ktorych sucet vzdialenosti od danych bodov F
a G je konstantny — rovny kladnému realnemu
Cislu 2a > |FG| — nazyvame elipsa.
E:|FX|+|GX|=2a
Body F a G su ohniska elipsy, ¢islo a je hlavna
polos, stred S tsecky FG je stred elipsy, vzdiale-
nost’ ohnisk od stredu elipsy sa nazyva
excentricita ( vystrednost’ ), ozn. e, &islo b = v a2 — e? je vedlajsia polos. Body A,B sl
hlavné vrcholy, body C,D su vedPajsie vrcholy.
Plati : |AS|=|SB| =a

ICS|=|SD|=b

Poznamka : Elipsa, ktora ma stred S[0,0] a jej

. i . NG 2
ohniska lezia na x-0si, ma rovnicu |Z_ y _ 1
a’> b’
Elipsa, ktora ma stred S[0,0] a jej ohniska

. , ; 2 2
lezia na y-osi, ma rovnicu | X, ¥ _4
b> a’
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8. veta : Kazda elipsa, ktora ma stred S[m,n] a hlavnu polos a rovnobeZzniui s Xx—0S0U, ma
2 2
X—m —N
(m? -y
a b
Kazda elipsa, ktora ma stred S[m,n] a hlavni polos a rovnobeZnu s y—0Sou, ma prave

(x=m)* (y-n)’
Y =1

prave jednu rovnicu tvaru

jednu rovnicu tvaru

Definicia : Rovnicu a.x?> + b.y? + c.x + d.y + e = 0, kde a,b,c,d,eeR nazyvame vieobecna
rovnica elipsy.

9. veta : Kazda rovnica typu a.x?> + b.y> +c.x + d.y + e =0, kde a,b,c,d,eeR, je rovnicou
najviac jednej elipsy. Pozor ! Koeficienty a,b nie st polosi elipsy !

E P VVzajomnu polohu elipsy a priamky zistime podl'a

t poctu rieSeni sistavy rovnic vytvorenej z rovnice elipsy

a rovnice ( vyjadrenia ) priamky :
priamka p je seCnica <=> stistava ma 2 rieSenia
priamka t je doty¢nica <=> ststava ma 1 rieSenie
priamka q je nese¢nica <=> slistava nema rieSenie

Pomdcka pri uréovani vzajomnej polohy priamky p a elipsy sa stredom S :
a) ak | Spﬁ)< b, tak p je se€nica

b) ak | Sp | > a, tak p je nesecnica

c)aka> | Sp |> b, tak vzajomna poloha priamky a elipsy moze byt akakol'vek

Pozndmka : Obsah plochy ohranicenej elipsou je S = wab, kde a,b st polosi elipsy.

Student musi vediet :

— napisat rovnicu elipsy, ak pozna suradnice jej stredu a velkost' a polohu polosi

— vypocitat excentricitu a sUradnice ohnisk elipsy

— 2z rovnice elipsy urcit sUradnice jej stredu, vrcholov a ohnisk, velkost a polohu polosi
— zistit' vzajomnu polohu priamky a elipsy a vypocitat' suradnice ich spolocnych bodov

6. Hyperbola

Definicia : Mnozinu vsetkych bodov X roviny,
ktorych rozdiel vzdialenosti od danych bodov F a G
je konstantny — rovny kladnému redlnemu cislu
2a < |[FG| — nazyvame hyperbola.
. H 1 IFX| - |GX]| =
Body F a G su ohniskéa hyperboly, ¢islo a je hlavna
polos, stred S tsecky FG je stred hyperboly,
vzdialenost’ ohnisk od stredu hyperboly sa nazyva
excentricita ozn. e, &islo b =V e2 — a? je vedlajsia
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polos. Body A,B su hlavné vrcholy, vedlajsie vrcholy hyperbola nema. Hyperbolu tvoria dve
vetvy. Pre vSetky body X leziace na jednej vetve plati |[FX| — |GX| = 2a, pre body na druhej
vetve plati |GX| — |FX]| = 2a.

Pozndmka : Hyperbola, ktord mé stred Hyperbola, ktora ma stred S[0,0] a jej
S[0,0] a jej ohniska lezia na x-0si, ma ohniska leZia na y-0si, ma rovnicu
rovnicu Y

X Y 4

a~ b
Definicia: = 2 symptoty. hyperbo[y su priamKky, ktoré prechadzaju stredom
hyperboly, y_2 _2_ _1pri¢om pre ich smernice plati :
akFGje [a_ b ovnobezna s x—osou, tak k = + b/a

ak FG je rovnobezna s y—osou, tak k = = a/b.

10. veta : Asyptota nema s hyperbolou spolo¢né body. Kazda priamka rovnobezna

s niektorou asyptotou pretina hyperbolu prave v jednom bode.

Dokaz : prili§ zloZity

11. veta: Kazda hyperbola, ktora ma stred S[m,n] a hlavna polos rovnobeZnu s X—0so0u,
(x-m)* _(y-n)’

a b =1
Kazda hyperbola, ktora ma stred S[m,n] a hlavnu polos rovnobeznU s y—0sou, ma prave
(y-n)* (x-m)’

a b =1
Definicia : Rovnicu a.x? + b.y? + c.x + d.y + e = 0, kde a,b,c,d,eeR a.b<0 nazyvame vseo-
becna rovnica hyperboly.

ma prave jednu rovnicu tvaru

jednu rovnicu tvaru

12. veta : Kazda rovnica typu a.x?> + b.y> + c.x + d.y + e = 0, kde a,b,c,d,eeR, je rovnicou
najviac jednej hyperboly. Pozor ! Koeficienty a,b nie su polosi hyperboly !

Vzajomnu polohu priamky a hyperboly zistime podl'a po¢tu rieSeni sustavy vytvorenej
z rovnice hyperboly a rovnice priamky :
2 rieSenia => priamka je seCnica
1 rieSenie => ak je priamka rovnobeZna s asymptotou, tak je secnica
ak priamka nie je rovnobezna s asymptotou, tak je dotycnica
0 rieSeni => priamka je nese¢nica
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Student musi vediet :

— napisat’ rovnicu hyperboly, ak pozna suradnice jej
stredu a velkost a polohu polosi

— vypocitat excentricitu a sUradnice ohnisk hyperboly

— Z rovnice hyperboly urcit suradnice jej stredu,
vrcholov a ohnisk, vel'kost a polohu polosi

— zistit vzajomnii polohu priamky a hyperboly
a vypocitat suradnice ich spolocnych bodov

13. veta : Rovnoosovéa hyperbola (a =b ), ktord ma
stred v bode S[m,n] a asymptoty rovnobeZzné so sirad-
nicovymi osami, ma rovnicu 2.(x—m).(y—-n) =z a?
Dokaz : urobime pre hyperbolu so stredom S[0,0]. Pretoze
a=D, je z obr. zrejme, Ze ohniska maju suradnice F[a,a]

a G[-a,-a], kde a je hlavna polos.

Podrla definicie : |[FX|-|GX| = 2a
V(x-a)+(y-ay—V(x+a)y+(y+a)’=2a
Jednu odmocninu prenesieme na pravu stranu, dvakrat
umocnime a upravime.

Vysledny tvar : 2xy = a?
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