Limita funkcie

Jednym zo zakladnych pojmov, ktory mé vel’ky vyznam nielen v matematickej analyze, ale
aj v inych odvetviach matematiky, je pojem limity funkcie. Ako va¢sina vyznamnych
matematickych pojmov nebol ani pojem limity ur¢eny najskor jednoznacne, ale jeho
formulacia sa postupne spresiovala v procese vyvoja matematiky. Snad’ najklasickejSim
pripadom je Archimedov postup pri vypocte plosného obsahu kruhu, a to postupnym
vpisovanim a opisovanim pravidelnych n — uholnikov, ktorych plosné obsahy poznal. Uz
Eudoxos z Knidu a po nom Euklides vychadzali pri porovnani objemov ihlanu a hranolu
Z Gvah, ktoré sa v podstate zakladali na limitach.

V matematike 17. storocia sa postupy pri vypocte plosSnych obalov a objemov réznych
tvarov vel'akrat opakuju. Klasicky je vyrok znameho anglického matematika Isaaca Barrowa
(1630 — 1677) : ,,Mohli by sme ticto postupy stale opakovat’, ale aky by to malo zmysel ?

Definiciu limity postupnosti podal J.L.d"Alembert. Neskor , na zaciatku 19. storocia
A.L.Cauchy definuje pojem limity funkcie v bode. Mimoriadne velky prinos pre presny
pojem limity a jej vyuzitie boli prace ¢eského matematika B. Bolzana. Bolzanovo dielo bolo
spravne zhodnotené az po roku 1921 po prestudovani jeho rukopisu, ktory bol dovtedy
neznadmy. V rukopise st zachytené vyznamné myslienky, ktorymi Bolzano vyrazne predstihol
svojich sti¢asnikov. Jeho vysledky ho zarad’uji na popredné miesto medzi svetovych
matematikov badatelov.

Francuzky matematik Henri Cartan zaviedol pojem filtra. Pomocou toho pojmu bol
definovany pojem limity, ktory poskytuje jednotny pohl'ad na dosial zname limitné procesy,
ale aj také, ktoré sa na pohl'ad nezdaju byt limitou napr. supremum usporiadanej mnoZziny.

Pojem limity funkcie

V niektorych funkciach sa stava, ze ked” argument x funkcie y = f(x) sa stale viac blizi
urcitému Cislu a, blizia sa prislusné funkéné hodnoty f(x) bez obmedzenia urcitému ¢islu A.
V takomto pripade hovorime, Ze funkcia f(X) ma limitu A pre X bliZiace sa ¢islu a, ktoru
zapisujeme

im f(x) = A.
Slovo ,, blizi sa bez obmedzenia““ znamena, Ze rozdiel f(X) — A, pripadne A — f(X) moze byt
T'ubovolne maly, to znamena, Ze mensi ako vopred zvolené malé kladné ¢islo K. Z toho hned’
vyplyva podmienka pre limitu funkcie:

Ak lim f(x) = A, potom plati
| f)-A| <k (1)

Pre vSetky x # a z nejakého okolia J(a) ¢isla a. V podstate to znamena, ze k 'ubovol'nému
okoliu J(A) ¢isla A ( limity funkcie) sa da najst’ okolie J(a) ¢isla a ( limity argumentu) tak,
aby podmienka ( I ) bola splnena . Okolie J(A) je interval (A- k; A + k), kde k >0 je
I'ubovol'ne malé vopred zvolené ¢islo. Okolie J(a) je interval (a— h; a + h), kde h > 0 je ¢islo
zavislé od Cisla k. Znak absolutnej hodnoty v uvedenej podmienke piSeme preto, aby sme
nemuseli rozliSovat’, ¢i sa blizi f(x) ¢islu A od hodndt mensich ako A alebo od hodnot vacsich
ako A. Zavedeny pojem si objasnime na jednoduchom priklade.



2. Priklad 1. mame dokazat: lim (4x —12) =8

.X—5

RieSenie: V tomto pripade f(x) =4x — 12, a=5, A=8.
Pri dokaze vychadzame z podmienky (1).
Ak ma platit vztah |(4x —12) 8| <k,
. ktory po tiprave mdzeme zapisat’ 4 | Xx—5 | <k,

. staci ak bude |x—5|<—:h
4

Tym sme vlastne dokaz uskutocnili, lebo k 'ubovol'nému okoliu J(A) ¢isla A, v naSom
pripade k okoliu (8 — k; 8 + k), sme vyhl'adali prislusné okolie J(a) ¢isla a, v naSom pripade
okolie (5 — h; 5 +h) tak, Ze podmienka ( I )je splnena. Napr. pre k = 0,02 sa

k
=——=0,005, J(A)=(7,98; 8,02), J(a) = (4,995; 5,005), takze pre vSetky x #5
4
Z intervalu (4,995; 5,005) padnu prislusné funkéné hodnoty f(x) do intervalu (7,98; 8,02)
a lisia sa od ¢isla 8 (' svojej limity ) o hodnotu menSiu ako k = 0,02. Ak chceme vyhl'adat’
funkéné hodnoty este blizsie k Cislu 8, volime ¢islo k stadle mensSie a mensSie.

Aj grafické znazornenie moze prispiet’ k lepSiemu pochopeniu podmienky pre limitu
funkcie. Obrazok znazoriiuje obidve okolia J(A) a J(a) a graficky ukazuje, ze pre x # a z J(a)
padn &isla f(x) do J(A), takze plati | f(X) - A | <k.
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Teraz uvedieme definiciu limity funkcie inym sposobom.

Nech je funkcia f definovana pre vietky X # a z niektoreho okolia bodu a. Potom hovorime,
ze funkcia f ma v bode a limitu b, ak pre kazda postupnost’ {Xn} splnaju podmienky



.Xn € D(f), xn#a, limxn=2a

.n— o

ma odpovedajica postupnost’ funkénych hodnét {f(x)} limitu b.
Ak ma funkcia fv bode a limitu b, tak to zapisujeme ako

JAimf(x) =b

Teda limf(X)=b< [limx,n=2a, Xn € D(f), Xnza=limf(x,) =b]

Kratko povedané : Pre hodnoty X mélo odlisné od a( ale rézne od a) su hodnoty f(x) malo
odlisné od b. A vSimnime si, ze v definicii limity funkcie v bode a sa predpoklada, Ze xn # a
To znamena, ze sa vobec nehovori o hodnote funkcie f(a) v samotnom bode a. Teda
existencia ani hodnota limity funkcie f v bode a nezavisi od hodnoty f(a), dokonca ani od
toho, ¢i f(a) je vobec definované alebo nie.

3
xX°-1
Priklad 2. Dokazeme, ze funkcia f(x) = ma v bodea=1 limitub=3 to znamena,
ze x—1
x-1
Jdim——=3
x—lx-1
e 4
P
y
3
31+ flx)= ):( 3
o 1 X
Obr. 5.3

Hoci v bode a = 1 tato funkcia nie je definovana. Nech {xn} je l'ubovol'na postupnost,
spifiajiica podmienky
.Xn#l, lim Xn:].
.N—00

Dokazeme, ze odpovedajuca postupnost’ {f(xn)} ma limitu 3, to znamena, ze



4 dim f(xn) =3

.nN—0o0
Vydelime polyném x®>— 1 polynémom x — 1. Dostaneme
(x*—=1):(x-1)=x+x+1

Teda pre x # 1 x3—1
=x®+x+1.
X-1
x2—1

Funkcie urcené vyrazmi f(x) = , 0(X)=x2+x+1

x—1
su rozne. Prva z nich je definovand pre x # 1 a druha pre vSetky x . ¢ (1) =3, f(1) nema
zmysel. Pre x # 1 sa vSak f(x)=¢ (x), ateda

fxn)=¢@ (xn) = X2 +x+1
PretoZe xn # 1 pre vietky n. Ak lim xn =1, tak lim x% =(lim xn) (lim X,)=1.1=1.
N—00 n—o0 n—o  N—©

Na zéklade toho a vety 10 v postupnosti ¢isel dostaneme.

lim f(xn) = lim (X% +xn+1)=1+1+1=3
n—aoo n—aoo

Pri vypocte tejto limity sme o postupnosti {xn} predpokladali iba to , Ze xn # 1, lim xn = 1.

.nN—o0
Teda pre kazda postupnost’ {xn}, ktora spifia podmienky x # 1, lim xn =1, sa lim f(xs) = 3.
.N—00 n—o0o
To znamena, Ze x3-1
lim =3
n—oo x—1
Teda v tom pripade
lim f(x) = 3, (1) vSak nie je definovana.
n—o0
1
Priklad 3. Funkcia f(x) = x cos — je definovana v kazdom bode x # 0. Uk&zeme, ze hoci
X

dana funkcia v bode X = 0 nie je definovana, ma v tomto bode limitu. Nech {xn} je l'ubovol'na
postupnost’ taka, ze xn # 0, lim xn = 0.

.nN—00
Uvazujme k nej zodpovedajlicu postupnost’ funkénych hodnot
1
{f(xn) = {Xncos —}
Xn
Potom by malo platit’ 1 1
0< |xncos-| = |xn| |cos-| < |xn|.1= |xn|

.Xn Xn



1 3

To znamena, ze 0< | Xn COS —— | < | Xn |
Xn
Ale podrla predpokladu lim xn =0, ateda podla vety 5. aj lim | Xn | = (. Z toho a z vety
.N—00
.0 limite troch postupnosti vyplyva
1
lim |xncos — |=0
n—oo Xn
1
.a teda na zéklade vety 5. ( veta 5. je o limite postupnosti ) lim x, cos— =0
.1N—>00 Xn
1
Tym sme dokdazali, ze 1lim x cos —— = 0. ¢o je vidiet’ na obrazku
x—0 X

Priklad 4. Vychadzajiuc z Cauchyho definicie dokazeme, Ze

lim cosx=1
x—0

Treba teda dokézat toto: Ku kazdému Cislu € > 0 existuje také Cislo 0 > 0, Ze pre
0<|x-0|<dplati | cosx—1|<e.

Obr. 5.4

Zvol'me si l'ubovolné € > 0. Hladajme prislusné 6 > 0. Vieme, Ze

X 1—-cos X

sin? =
2 2
. Z ¢oho dostaneme
. X X
1-cosx =2sin>— , cosx—1=-2sin?—

2 2
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X X X X X
teda |cosx—1]|=]-2sin?— |=2 |sin—| <2 | | | | =
2 2 2 2 2

K zvolenému Cislu € > 0 hl'adame také ¢islo 0 > 0, aby pre 0 < | X | <0 bolo
2

X
|cosx—1 | <—<g
2
Vidime, Ze mézme polozit &= 2¢. Skutotne, ak je 0 < | X | <\N2e=35
2
X
tak —— < ¢, to znamena, ze |cosx—1 | <g
2
Plati teda lim cos x = 1. Podobne mézeme dokazat’, Ze lim sin x = 0.
x—0 x—0

Zakladné vety o limite funkcie.

Specialnym pripadom definicie limity funkcie je definicia limity postupnosti, ak uvazime, Ze
postupnost’ je funkcia definovana na N a ze hromadnym bodom mnoziny N ( a to jedinym) je
bod + . Ak pouzijeme definiciu limity funkcie na postupnost’ 'ahko zistime, Ze nedostaneme
ni¢ iného nez definiciu limity funkcie na postupnosti.
V uvedenych jednoduchych prikladoch sme mohli hodnotu limity intuitivne odhadntt
a dokazom iba potvrdit’ spravnost’ tohto odhadu. Nezaoberali sme sa vSak otazkou, ¢i kazda
funkcia ma v kazdom bode (ktory je hromadnym bodom defini¢ného oboru) limitu, ¢i moze
mat’ v danom bode viac limit.

Z Heineho definicie limity funkcie a z viet 3., 4., 6., a 7. z postupnosti ¢isel vyplyvaju
tieto vety.

Veta 1. Funkcia f méze mat’ v bode a najviac jednu limitu

Veta2. limf(x)=b <« lim[f(x)—b]=0.

X—a X—a

Priklad 5. limcosx=1, ateda lim(cosx—-1)=0
.x—0 x—0

Vlastnost’ ,,funkcia f ma v bode a limitu“ je lokalna vlastnost’ funkcie — zavisi na priebehu
funkcie v bodoch 'ubovol'ne blizkych bodu a.

Veta 3. Nech lim f(x) =b anech existuje také okolie Ug(a), ze pre vSetky x € Ug(a),
X—a
X#a,je c1<f(x)<cz Potomplati c1<b<co.

Veta4. (vetao limite troch funkcii). Ak lim fi(x) =b, lim f2(x) = b a ak existuje také
X—a X—a
.0kolie U(a) bodu a, ze pre vSetky x € U(a), x #a, je



fi(x) < f(x) < fo(x), tak  lim f(x) = b

X—a
1 1
Priklad 6. Nech f(x)=x sin——, a=0. Mame zistit, ¢i existuje lim x sin —.
. X x—0 X
1
Pre kazdé x plati | sin— | <1
1 X 1
.teda |xsin—|=|x||sin—|§|x|
. X X
1
. to znamena, ze —|x|§xsin—§|x|
. X 1
Ale lim(—|x|)=lim |x| =0, ateda limxsin—=0
x—0 x—0 x—0
.sin X sin x
Priklad 7. Nech f(x)=——, a=0. Treba zistit’ ¢i existuje lim ——.
. X x—0 X
Y
X
// 1 tgx
{ sin x
ol - /1 u
Obr. 5.8
T T
Z obrazku je vidiet, zepre x€ (——,—) =Ux(0), x#0
2 2
je |sinx| < |x| < |tgx|, |sinx| >0, z ¢oho dostaneme
x| Jex]
1< <
| sin X | | sin X |

to znamena, Ze



L<|——| <|—]
sin X sin X
T T X
Alepre x€ (——, —), x#0 je >0, cosx>0, ateda
2 2 sin x
X X
| |: . |COSX|:COSX
sin X sin X
Na zaklade toho dostaneme
X 1
1< <

sin X COS X

to znamena, ze sin X

Cos X < <1

X
Vieme, Zze limcos x =1, lim1=1, atedaplati
x—0 x—0
sin X
lim——=1 1)
x—0 x
sin X

Graf funkcie f(x) =

je na obrazku

Pomocou vzorca (1) tiez dostaneme

tg x sin X 1 1
lim——= lim( ) )=1.—=1
x—0 x x—0 X COS X 1




Tu sme uz pouzili vetu, ktora je dosledkom Heinecho definicie limity funkcie a vetu
0 konvergencii postupnosti.

Veta5. Ak limfi(x)=by, limfa(x) =b,, tak

X—a Xx—a
1) lim [fi(X) + f2(x)] = b1 + b

X—a
2) lim [fi(x) f2x)] = bib2

X—a f1(x) b1

3) ak okremtoho b2 #0, tak lim =—.
X—a f2(X) b2

Poznamka 1. V pripade, Ze f2 je konStantna funkcia, to znamena, ze f2(X) = k, potom je
zrejme, ze lim f2(X) = Kk a tvrdenie 2 ma tvar 2a.

2a. Ak je k Tubovol'né ¢islo (konstanta) tak

. lim [kf1(x)] = kb1
X—a
Specialne, ak k =—1, mame lim [ — fy(X)] =—b:
X—a
Z toho a tvrdenia poznamky 1. vyplyva:

la. lim [ fi(x) — f2(x)] = b1 — b2
Z poznamky 1. a 2a. vyplyva toto tvrdenie:
1b. Ak K1, ko st F'ubovolné ¢islaa lim fy(X) = by, lim fa(x) = b, tak

X—a X—a

Je zreymé, Ze tvrdenie 1b. a 2 mdéZeme metdodou matematickej indukcie zovSeobecnit’ pre
I'ubovolny kone¢ny pocet s¢itancov, pripadne Cinitel'ov.

1
Priklad 9. Dokézali sme, ze limx cos—=0, limcosx=1
x—0 X x—0
Potom plati 1
lim(xcos—+cosx)=0+1=1
x—0 X
1
lim(xcos—cosx)=0-1=-1
x—0 X
1
lim (xcos—cosx)=0.1=0
x—0 X
X cos 1/x 0
lim = =0
x—0 cosx 1
X242
Priklad 10. Mame zistit,, ¢i existuje limita lim ———, a ak 4no, comu sa rovna.

x—1 x3+3
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Vseobecne plati  lim (kx") = ka"

X—a
lim (aox" +aix" 1+ .. +an_1Xx+an) =ad" +a@d" 1+ ... +an_1a+an, (2)
X—a
Teda v nasom pripade lim (x2+2)=12+2=3, lim(x®*+3)=13+3=4;
x—1 x—1
Teda podl'a vety 5. plati x2+2 3
im = ;
x—1 x3+3 4

xX2-1
Priklad 11. Ak mame vypocitat’ limitu lim
x—1 x*-1

lim(x*-1)=1*-1=0.

x—1

, nemdzeme pouzit’ vetu 5. pretoze

x2-1 (x—1)(x +1)
V tom pripade sa vSak =

X-1 (X-DX*+x+1)

tedapre x# 1 plati  x>—1 X+1
x3—-1 XC+x+1
xX2-1 X+1 1+1 2
. teda lim = lim = =

x—1 x*-1 x>l x*+x+1 12+1+1 3

Pri pocitani limit je ¢asto pouzivana veta 6., ktort1 uvedieme bez dokazu.

Veta 6. (veta o limite zloZenej funkcie) Nech je

1) limoex)=b, lim f(n) =B
X—a p—b

2) existuje také okolie U(a) bodu a, ze pre vSetky x € U(a), x #a sa ¢(x) #b.
.potom zlozena funkcia f(@(x)) ma v bode a limitu a plati

lim f(p(x) = lim f(u) =B
X—a u—b
.X-9
Priklad 12. Mame ngjst’ lim
x—9 P(x-1)-2
3
.majme  p=0¢x)=Vx—-1-2

3
. Z ¢oho Vx—1=p+2

X—1=(u+2)°
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x= (n+2)°3+1

X—-9=(n+2)>-8

Teda dana funkcia, ktorej limitu v bode X —9 hl'adame mdzeme povazovat’ za
Zlozenu funkciu s hlavnou zlozkou.
(n+2)°-8
y=f))=———=p?+6p+12
-

. S vedl'ajSou zlozkou
3

L= 0(x) ZV?l -2

Azrejmeplati  lim¢ (x)= lim[Vx—-1 —-2] =0

X—9 x—9
. lim f(p) = lim (uz +ou+12)=12
3

Pre vietky x #9sa @o(x) =V x—1-2 #0. Teda podla vety 6. plati

.X-9
im————— = lim (p? + 6u + 12)
x—>9 ¥x-1-2 p—0
Vx+1-1
Priklad 13. Treba najst’ lim
x—0 X
majme p=Vx+1-1
Z ¢oho dostaneme
Vx+1 =p+1

x+1 =p2+2p+1
to znamena, ze ~ x=p’+2u
Danu funkciu mézeme teda povazovat’ za zloZenu funkciu s hlavnou zlozkou

v
y=1f=

.uz +2un
s vedlajsou zlozkou p=¢@x)=Vx+1-1

z ¢oho plati lim (Vx+1-1)=0

x—0



12 Limitu lim f(n) nemo6zeme pocitat’ podl'a vety 5., pretoze menovatel’ ma limitu 0.
R H
Ale =
42u p(ut2)
) 1
.tedapre p#0plati f(n) = =
M2+ 20 nw+2
1 1 1
. ateda lim f(p) = lim = =
u—0 u—0 p+2 0+2 2

Okrem toho pre x #0 sa @(x) =Y x+ 1 — 1 #0. Podl'a vety 5. teda plati

Vx+1-1 M 1
lim—— = lim =
x—0 X n—0 p?+2u 2

Pozndmka 2. Tato limitu mézeme vSak ndjst’ jednoduch$im spoésobom, lebo plati:

Vx+1-1 (x+1-DEx+1-1) x+1-1 X
X x(\x +1+1 x(Vx+1+1) x(Vx+1+1
.pre x #0 plati Vx+l-1 1
. X Vx+1+1
. teda Vx+1-1 1 1 1
lim —— = lim = =
x—0 x—0 Vx+1+1  1+1 2

Tu sme uZ mohli pouzit’ vetu 5., pretoZe limita menovatel'a druhého zlomku je ¢islo
nerovnajuce sa nule.

Na zaklade Cauchyho definicie limity funkcie dokaZeme eSte dve vety.

Veta 7. Nech ma funkcia f v bode a limitu. Potom existuje také okolie Ud(a), Ze x € Ud(a),
x#a, je f(x)>0(f(x)) <0, ak lim f(x)>0( lim f(x)) <0-

X—a X—a
b

Dokaz: Nech lim f(x) =b > 0. To znamena, Ze ku kazdému cislu € > 0, teda aj k Cislu e = —
2

.existuje také ¢islo 0, ze pre 0 < | X—a | <0 plati
| fx)-b| <—
2
.b b
.to znamena, ze ———< f(x)—-b<—

2 2
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b b
.ztohovyplyva f(x)>b———= ——>0 pre 0< |x—a| <d
2 2

Tedapre x € Us(a), x#aje f(x)>0. Ak limf(x) =b<0;

X—a

Veta 8. Nech funkcia f1,f2 maja v bode a limitu a nech lim fy(x) < lim f2(x).
Potom existuje okolie Us(a) také, Ze pre x € Us(a), x #a je fi(x) < fa(x).

Dokaz: Majme F(x) = fi(x) — f2(x). Potom asi plati

AimF(X) = lim [ fi(X) = f2(x) ] = lim fy(x) — limf(x) < 0

X—a X—a X—a X—a

Z toho a z predchadzajucej vety vyplyva , Ze existuje také okolie Us(a) , Ze pre
X € Us(a), x#a, je F(x) <0, to znamena, ze f1(X) — f2(X) < 0, a teda f1(x) < f2(x).

Limita v nevlastnom bode

V niektorych pripadoch sa stava, ze funkcia sa blizi k nejakej hodnote, ked’ argument rastie
alebo klesa bez obmedzenia. Potom hovorime o limite v nevlastnom ¢isle a zapisujeme ju
V tvare

Adimf(x) = A .alebo limf(x) = A

« X—®0 X— — 0

Podmienky pre danu limitu:

Ak lim f(x)= A, plati [f(x)-A| < kpre x>L (1)
.X—00
Ak lim f(x) % A, plati |f(x)-A| < kpre x<-L ()

V oboch podmienkach je k 'ubovol'ne malé vopred zvolené kladné ¢islo a L je kladné Cislo
zavislé od ¢isla k.

1 1
Priklad 14. Dokazte,ze a) lim —=0; b) lim —=0
X—0 X X— —0 X
1 1 1
RieSenie: a) Podla (I) ma platit | e | <pre x> L. Pretoze je x>0, | o | =—
X X X
.apodmienka (I) bude 1 1
—— <k, z ¢oho vyplyva x >—=L.

X k
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Mozno teda k T'ubovol'nému Kk néjst’ ¢islo L a podmienka (I) je splnena.

1 1 1
b) Podla (II) m4 platit | — | <k pre x <—-L. Pretoze je x <0, | —| =——
X X X
1 1
. a podmienka (I) bude ——— <Kk, z ¢oho postupne vyplyva : — > —K,
X X
1
1 <-kx, Xx<———=—L. Mozno teda k 'ubovol'nému K najst’ ¢islo — L
k

. @ podmienka (II) je splnena.

Priklad 15. Dokazte, Zepre 0 <a<1 sa lima*=0.
X—>00

RieSenie: Podl'a (I) ma platit’ | a* | <k pre x> L. Pretoze je a>0, | a* | =a¥
.a podmienka (1) bude a* < k. Z toho vyplyva x log a <logk, a ak delime
. nerovnost’ ¢islom log a <0 ( alebo je a < 1), dostaneme

Jog k
.X >——=L. K¢islu k sme nasli ¢islo L a podmienka (I) je splnena.
.log a logk -6

. hodnoty 0,5% < 10~ ¢

Nevlastna limita funkcie

V definicii limity funkcie pismena a, b oznacujt ¢isla. Ak v tejto definicii nahradime vsade
pismeno a alebo b symbolom o , pripadne —o, dostaneme definiciu nevlastnej limity
funkcie v bode a, ktora znie:

Nech funkcia f definovana pre vSetky x # a z niektoré¢ho okolia bodu a. Hovorime, ze
funkcia f ma v bode a nevlastnt limitu oo pripadne — oo, ak podmienky

Jdimxn=a, Xa€ D(f), xn#a, vyplyvavzdy lim f(x)= oo, pripadne lim f(x) =—o0.

.N—>00 n—oo n—aoo

Piseme pritom lim f(x) = oo, pripadne lim f(x) =— o0, teda
X—a X—a

lim f(x) =00 <> [ lim Xy = 8, Xn € D(f), xn#a — lim f(x) = 0]
X—a n—o0 n—0o0
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Aim f(x) = —o0 [ limxn=a, Xn € D(f), xn#a — lim f(x) =—0 ]

X—a n—oo n—o0

Priblizne povedané : Symbol lim f(x) = oo, pripadne lim f(x) = — o0 znamena, Ze ak sa X

X—a X—a

. priblizuje k ¢islu (bodu) a ( ale sa nerovna a) hodnoty f(x) sa stale viac zva¢suju alebo
zmensSuju ako to vidiet’ na obr.

P i ¥ st

’ l\llx'r.”af(x)ﬂo ‘ } /
| ) \ .
\ N7
|
‘1 |
0| T X ‘

lim f(x)=-00
X+Qa

a

Obr. 5.10
1
Priklad 16. Dokazte, ze funkcia f(x) =—— ma v bode a = 0 nevlastnu limitu oo, t0
X2
1
. to znamena, ze lim —— = oo,
x—0 x°

RieSenie: Nech {xn} je l'ubovol'nd postupnost’ taka, Ze xn# 0, lim xn = 0.

n—oo 1

Treba dokazat’, ze k nej patriaca postupnost’ funkénych hodnét {f(xn) = {—}
X2
1
. ma nevlastnu limitu o, to znamena, ze lim f(xn) = lim—=o, ak limx, =0
.n—00 n—oo X2 n—0o0

Skutoéne, ak lim x, =0, tak aj lim x%, = ( lim xn) (lim Xn) = 0 a na zaklade

.1N—a0 n—oo n—aoo n—aoo
. vety 4. z postupnosti Cisel dostaneme 1
lim — =0, pretoze x% > 0.
1 n—ow x%
Teda skutoéne lim — =

.N—00 X2n
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Poznamka 3. Podobne ako limite postupnosti sa aj limite funkcie v bode a hovori
. vlastna limita aby sa odliSovala od nevlastnej limity.

Opierajuc sa o vety 0 nevlastnej limite postupnosti ( veta 14) mozno dokazat’ tieto tvrdenia.
Veta9. a) Ak limfi(xX) =b >0, limfy(x) =0 a pre kazdé x # a z niektorého okolia bodu

X—a X—a

.aplati f2(x) > 0, (f2(x) < 0) tak

. F1(x) f1(x)
. lim =0 (lim ——=—-o0)
.Xx—a f(x) x—a f2(X)
1 1
Specialne pre fi(x)=1 sa lim =0, ( lim = —o0)
x—a f(x) x—a f2(X)

b) Ak je funkcia f1 v uré¢itom okoli bodu a ohranic¢ena a lim fa(x) =« ,
f1(X)
Jtak lim [ fi(X) + fa(x) ] =00, lim =0
. X—a x—a f2(X)

c) Ak lim fy(x) = a existuje také Cislo p > 0, ze pre vSetky x+# a z niektorého
X—a

. okolia bodu a je f2(x) > p, tak lim [ fi(X) f2(x) ] =

-5 (1-x)?
Priklad 17. Mame n4jst’ limitu lim . Majme f(x) =——. Zrejme plati
X—1 (1 =x)? -5
(1-x)?
. lim f(x) = lim =0

.x—1 x—1 -5



(1-x)? 1 -5 17
<0,ateda lim ——= lim =—w
-5 x—1 f(x) x—1(1-x)?

Pre x#1 je

Limita a nevlastna limita funkcie v bodoch 0 a — o

Ak v definicii limity funkcie nahradime vSade pismeno a, ktoré oznacuje ¢islo, symbolom oo,
pripadne — 0. Ak aj b=, b =- o0, tak hovorime o nevlastnej limite v bode oo , pripadne
— oo, Teda

lim f(x) = b < [ 1im Xn = 0, X € D(f) = lim f(xs) =b ]

X—00 n—oo n—oo

lim f(x) = b <> [ 1im X = — o0, X € D(f) = lim f(xs) =b ]

X——00 n—oo n—oo

lim f(X) = o0 <> [ 1im Xa = 0, Xn € D(f) = lim f(Xn) = — ]

X—00 n—oo n—oo

Analogicky vyznam maju symboly

Aim f(x) = — oo, lim f(x) = oo, limf(X) =— o0

X—00 X——00 X——00

Priklad 18. Nech
23 +x2 -1
f(x) =
5x3 — X
Riesenie: Nech {xn} je l'ubovolna postupnost’ hodnot argumentu taka, ze lim Xxn = co.

2x3 + X%n — 1

Potom {fxn)y={———1}
5X31 — Xn

Na zaklade viet o limitach postupnosti ( veta 10 a 14) dostaneme

1 1

2+ —— —
2x% + X% -1 Xn X3 2+0-0 2

Aimf(x) = lim—— = lim = =
n—w =0 B3 — Xn n—o 1 5-0 5

5_

X2n

Pri vypocte tejto limity sme o postupnosti {xn} predpokladali iba to, ze
2
im xp = 0, Xn € D(f). teda f(xn) > —, ak Xn — o,

n—oo 5
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23+ x2-1 2
To znamena, ze lim

X—0

5x3 — X 5
Priklad 19. Nech f(x) =a*, a> 1. Nech {xn} je 'ubovol'na postupnost’, pre ktort plati

. lim Xn =c. Potom postupnost’ odpovedajucich funkénych hodnét je
X—00
f(xn) = {a}.
RieSenie: Dokézeme, Ze tato postupnost’ ma nevlastnu limitu oo, to znamena, ze

. lim @ = 0. To znamena, Ze ku kazdému ¢islu A existuje také ¢islo no,
.Nn—o0

Ze pre n > no je f(xn) > A, Cize a* > A.
Zvol'me si 'ubovolné ¢islo A. Zrejme plati

¥ >A o x>loga A 1)

Podl'a predpokladu lim xn = o0. To znamena, ze ku kazdému ¢islu, a teda
n—oo
aj K ¢islu loga A, existuje také ¢islo no, Ze pre n > no je Xn > loga A. Ztohoa z
(1) vyplyva, ze pre n > no je @ > A. Tym je dokazané, Ze lim f(xn) = lim a* = o0.

n—oo n—oo

Pretoze {xn} bola 'ubovol'na postupnost’ takd, ze lim xn = oo, mdzeme pisat’
X—a0

. lim a* = oo (0obr. 5.11). Podobne by sme dokazali, Ze lim a* =0, ak a < 1,

platilo by lima*=0, lima*=oo.

X—0 X——00

y=0x| 0>1

Obr. 5.11
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Priklad 20. Nech f(x) = sin x. Nech {xn} je 'ubovol'na postupnost’, pre ktoru plati
. ||m Xn = 00,

n—oo

Ukazeme, Ze spravanie sa postupnosti {f(xn)} = {sin Xn} prislusnych funkénych
.hodno6t zavisi od postupnosti {xn}, €iZe nie je pravda, ze pre kazda postupnost’
{Xn}, pre ktoru lim xn = 00, ma postupnost’ {f(xn)} stale t istu limitu.

n—oo

napriklad ak {xn} = {nn}, tak lim X, = lim nt =0 af(xn) =sin xn =sinnmt =0

n—oo n—oo T
pren=123...,ateda limf(xn) =0. Ale ak {xn} = {— + 2nn}, tak lim X, =
n—oo 2 n—oo
T
af(xn) =sinxp=sin(—+2an)=1pren=1,2,3...,ateda limf(x,) = 1.
2 n—oo
To znamena, Ze lim sin X neexistuje.

X—o0

Veta 9. plati aj pre nevlastné limity v bodoch oo a — oo, ¢ize pre a = oo, alebo a = — .

Priklad 21. Pretoze lim x = oo a funkcia sin x je ohranic¢end na ( — oo, o), podl'a tvrdenia
X sin X

b) vety 9. plati lim (x +sinx )=o0 alim——=0.

X—00 X—00 X

plati limx?=o00, 2+sinx>1 pre vietky x, a teda podl'a tvrdenia c) vety 9.plati

X—00

dalej

lim x? (2 +sinx ) = oo,

X—00

Veta o limite zloZenej funkcie plati aj pre nevlastné limity v nevlastnych bodoch. Veta 5.
.plati aj pre vlastné limity v nevlastnych bodoch.

Priklad 22. Ak dosky kondenzatora ( obr. 5 .12) s kapacitou C, nabitého na napétie Up
. spojime s vodi¢om s odporom R, vo vzniknutom obvode preteka elektricky

prud intenzity Uo
l=— e~ t/RC
R
. pricom ¢as t pocitame od okamihu uzavretia obvodu. Dokazeme, Ze
Uo
Jdim 1= lim—eg "RC=0
t—oo t—oo R
Uo t
RieSenie: Majme [=fuy=——=e", u=ot)=——
R RC
t
Potom plati limo(t) = lim (-——)=-
X RC
Uo Uo
lim—e'=—.0=0

Uu—o0 R R
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(pozrite si priklad 19). Teda podla vety o limite zloZenej funkcie dostaneme

Obr. 5.12

Uo Uo
dim—e "RC= |im—¢e"=0
t—oo R u—>7c>oR

1
Priklad 23. V ¢lanku o postupnostiach sme si ukazali postupnost’ { ( 1 +—)" }, ktora je
.n
konvergentna. Cislo , ktoré je jej limitou, sme oznagili pismenom e. Teda
1
dm(l1+—)"=e

n—oo n

Teraz dokazeme, ze
1
Adim(1+—)=e

X—00 X

RieSenie: Nech x je l'ubovol'né redlne Cislo vicsie ako 1. Znakom {x} oznacme najvicsie
.celé Cislo, pre ktoré plati [x] <x <[x] + 1. Zrejme pre kazdé x > 1 plati

1 1 1
o< (14— < (1+ ) &)
] +1 X I

(1+

ozna¢me [x] = n. Pretoze lim [x] =lim n = o, bude platit’
X—00 n—oo 1
(1+—)
1 1 n+1
lim(1+—)X = lim(@1+ Y= lim—— =
X0 [x]+1 e n+1 oo 1
1+

n+1
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1
lim (1 + ——)"1
N0 n+1 e
= = = e
1 1
lim(1+ )
e n+1
1 1 1 1
lim(1+—)M* = |lim(1+—)"'= lim[1+—)"(1+—)] =
X [x] o n o n n
1 1
= liml+—)". lim(1+—)=e.l=e
e n e n
Z toho vzhl'adom na (1) a vetu 4 dostaneme
1
dim(l+—)=e
X X
Lahko dokazeme, Ze
1
Adim(1+—)*=e
X7 X
1 X+1 X 1
Skuto¢ne (1 +—)*=( )= ( ) *=(1+ )X =
X X x+1 -x-1
1 1 1 1
=(Q+—) 1+ )=(1+—)"(1+—)
-x-1 -x-1 n n

kde n=—x—1. Pretoze limn= lim (— X — 1) = oo, podl'a vety o limite zlozenej funkcie

1 1 1
dm@A+—)=Ilim[l+—)"1+—)]=
X— — 0 X n—owo n n

1 1
= lim@+—)". lim(l+—)=e.1l=¢e
n—oo n n—oo n

Jednostranné limity funkcie

Okrem pojmu limita funkcie f v bode a zavadzajt sa eSte pojmy limita funkcie f v bode
a sprava alebo zlava.
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Nech je funkcia f definovana pre kazdé X # a z niektorého pravého alebo I'avého okolia
bodu a. Hovorime, ze funkcia f ma v bode a limitu sprava alebo zl'ava rovnajticu sa b, pre
kazdu postupnost’ {xn}, ktora spliia podmienky

. lim xn=a, Xne D(f), xn>a (Xxn<a)
n—0
ma postupnost’ {f(xn)} stale ta ista limitu rovnajacu sa b. Pre limitu funkcie f v bode
a sprava alebo zl'ava pouzijeme oznacenie

. lim f(X), pripadne lim f(x)
x—a+ X—a—
Teda
dim f(xX)=b <[ lim xn=a, Xn € D(f), Xn>a = lim f(xn) =b]

x—at n—oo n—oo

dim fX)=b < [ lim xa=a, Xn € D(f), xn< a = lim f(xn) = b]

X—a— n—oo n—oo

AK b =00, alebo b = — o0, hovorime o nevlastnej limite funkcie f v bode a sprava (zl'ava).
Pre limitu sprava a limitu zl'ava pouzivame spolo¢ny nazov jednostranné limity.
Lahko sa dokaze pravdivost tohto tvrdenia:

Veta 10. lim f(x) existuje vtedy a len vtedy, ked’ existuju lim f(x), lim f(x) a lim f(x) =

X—a X—a— x—at X—a—

lim f(x). Potom plati

X—at

. lim f(x) = lim f(x) = lim f(x)
Xx—a X—a— x—a+
Z toho vyplyva, Ze ak niektora z jednostennych limit neexistuje, alebo existuju obidve, ale st
rozne, tak lim f(x) neexistuje.

X—a

Limita lim f(x) sa niekedy kvoli urcitosti, ak ju chceme odlisit’ od jednostrannych limit,
X—a
nazyva Obojstranna limita.
Pre jednostranné limity (vlastné) plati veta 5. aj veta o limite zloZenej funkcie.
X

Priklad 24. Funkcia f(x)= na obr. 5.13 je definovana pre vSetky x # 0. Ak x >0,
X X —X

tak |X| =x, ateda f(x)=——=1. Ak x<0, tak |X| =-X f(X)=—=-
X X

Teda, ak si zvolime 'ubovol'nu postupnost’ {xn} taku, ze lim xn =0, X, >0, tak

n—oo

f(x) = 1 pre kazdé prirodzené Cislo n. a teda lim f(xn) = 1, o znamena, ze

n—oo

lim f(x) = 1

a—0+
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Ak postupnost’ {xn} je takd, ze lim x, =0, Xn <0, tak pre vSetky prirodzené ¢isla

n—oo

n je f(xn) =—1, ateda lim f(xn) =— 1, ¢o znamena, ze lim f(x) =—1.

n—o n—0-

Obojstranna limita lim f(x) v tomto pripade neexistuje.

x—0
y
y
| -
l
-
I’ 0 |L| X |
~ | xerx =
| |x]
lim — =1
xloo x
Obr. 5.13 Obr. 5.14
Priklad 7 T’ahlbA nn A l.2x_
Priklad 25. DLahko sa dokaze
1 1 1
1. lim——=—o0, lim = oo, ateda lim— neexistuje obr.5.14
x—0— X x—0+ X x—0 X
1 1 1
2. lim —=oo, lim —=o0, ateda lim — = obr.5.15
x—0— X2 X—+ X2 x—0 X2
3. limtg x = o, limtg x =— o0, ateda lim tg x neexistuje obr. 5.16
x—(n/2)— x—(n/2)+ x—(1/2)
4. Ak f(x) =logax, a>1 obr.5.17, tak lim f(x) = — co.
x—0+

Symbol lim f(x) nema v tom pripade zmysel, pretoZe pre x < 0 tato nie je definovana.

x—0—

V takom pripade sa piSe lim f(x)= o0
x—0
Priklad 26. Pomocou vysledkov z prikladu 10. dokaZeme, Ze lim (1 +x)** =e
1 1 1
RieSenie. Majme u=—_.Potom lim u= lim —=o0, limu= lim — =—oo.
X x—0+ x—0+ X x—0- x—0— X
Z toho a z vety o limite zlozZenej funkcie vyplyva
1
Cdim L+ )Y = lim(1+ —)'=¢e

x—0+ x—0 u
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1
lim (L +x)¥= lim(@1+—)'=e
x—0— X—— 0 u
atedaaj lim(1+x)**=e
x—0
| Y;
(
|
| [
| .'
_T! 0 x
?|
, limtgx=
, X»%_gx =
X
|
Obr. 5.16
'
y =loggXx, a>1
0 = X
x(irré+logax =-00
Obr. 5.17

Asymptoty grafu funkcie

Pri skimani priebehu grafu funkcie a tym aj samotnej funkcie je dolezité zistit’, ako sa dany
graf sprava, ak sa jeho body vzd’al'ujii do nekone¢na. Casto sa stava, Ze sa pritom body grafu
priblizuji k bodom akejsi priamky obr. 5.18. Taka priamka sa nazyva asymptota.

Mozné st 2 pripady:

a) asymptota nie je kolma na os X nazyvame ju asymptota so smernicou,

b) asymptota je kolma na os x hovorime jej asymptota bez hranice.
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Obr. 5.18

Definujeme : Priamka y = kx + b sa nazyvame asymptota so smernicou grafu funkcie f,
.ak plati
lim [f(x) —kx—b] =0 alebo lim [f(x) —kx—Db] =0 (1)

X—00 y——o0

Predpokladajme, Ze priamka y =kx +b je asymptota grafu funkcie y = f(x), to znamena, ze
plati aspoii jeden zo vztahov (1). Nech napr. plati

lim [f(x) —kx —b] =0

X—00

1
Pretoze aj lim —— =0, podl'a vety 5. plati
X—00 X
1 f(x) —kx—b
lim— [f(x) —kx—b] = lim =0
X—00 X X—00 X
kx—Db
Ale lim =Kk. Ztoho az vety 5. vyplyva
X—00 X
f(x)—kx—b kx+b f(x)
lim [ + ]=lim——=0+Kk
X—0o0 X X X—00 X

f(x)
lim——=k

X—0 X

Zo vztahu lim [f(x) — kx —b] =0 priamo vyplyva 2.

X—00

lim [f(x) — kx] = b

X—00
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Vidime teda, Ze nutnou podmienkou, aby priamka y = kx + b bola asymptotou grafu
funkcie y = f(x) je , aby sucasne platilo
()
Jdim——=k,  lim[f(x) —kx] =b

X—00 X X—00

Tato podmienka je aj postacujuca. Pretoze z druhého z tychto vztahov vyplyva

lim [f(x) —kx —b] =0

X—0

¢o znamena, ze priamka y = kx + b je asymptotou grafu funkcie f. Pritom plati tato veta.

Veta 11. Priamka y = kx + b je asymptota so smernicou grafu funkcie f pre x—oo vtedy a
. len vtedy, ked’ sticasne plati

(x)
lim——— =k, lim[f(x)—kx] =b

X—00 X X—>

Podobna veta plati zrejme aj pre x — — oo.

1
Priklad 26. Nech f(x) =——. Plati
X
f(x) 1
lim =lim =0=k
X—0  y X—00 X2
1
lim[f(xX) —kx] =lim[—-0.x]=0=Db
X—00 X—00 X

To isté by sme dostali aj pre x— — 0. Teda priamka y = 0 ( 0s Xx) je asymptota

. 50 smernicou grafu funkcie 1
y=—":
X
x?+3x+5
Priklad 27. Nech f(x)=———. Plati
X+1
3 5
1+ —+—
f(x) x2+3x+5 G
lim =lim =lim——=1=Kk
X—0 y X—00 X2 +X X—00 1
1+—
X
x>+ 3x+5 2X+5
lim [f(X) —kx] =lim [——————x] = lim =2=D

X—00 X—00 X + 1 X—a0 X + l
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Teda priamka y = x + 2 je asymptota so smernicou grafu danej funkcie pri x — oo a to iste
jeipre x — — oo,

Priamka X = a sa nazyva asymptota bez smernice grafu funkcie f, ak plati aspon jeden
z tychto Styroch vzt'ahov

Sdimf(X) =0, lim=—o0, limf(x)=—o0, limf(x) =oo.

X— at x—at X—a— X—a—
1
Napriklad priamkax =0 (o0sy) je asymptota bez smernice grafu funkciey = —.
X
Z uvedenej definicie hned vyplyva sposob hl'adania asymptot bez smernice:
Hrladané body x1, X2, ...., V okoli ktorych je funkcia neohrani¢ena. V pripade racionalnych
funkecii to znamena najst’ tie body, v ktorych sa menovatel’ rovna nule. Napriklad graf funkcie
X
Ly = , ktory je znazorneny na obr. 19, ma tieto asymptoty bez smernice x = — 1,x =1
x? -1
vl
1 0 |1
o ”
x=-1 x:=1
Obr. 5.19
Spojitost’ funkcie

V definicii limity funkcie f v bode Xo sa nehovori o hodnote f(Xo). To znamena, ze funkcia
moze mat’ limitu aj v takom bode, v ktorom nie je definovana. Méze sa tiezZ stat, Ze funkcia je
v bode Xo definovana, ale nema tam limitu ( méze mat’ sice limitu sprava i zl'ava, ale tie sa
nerovnaju). Ak je funkcia f v bode Xo definovana a ma v tom bode limitu, tato limita sa
nemusi rovnat’ f(xo0). Vo vSetkych tychto a podobnych pripadoch (obr. 20) graf funkcie f
Vv okoli bodu xg nie je stuvisla (spojita) krivka, graf je preruSeny (nespojity).
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y | f(xo)=b vl y
[ iimf(x)=00 lim f(x) =b
y=Ff(x) [ X *Xg X=Xg
| E:Tx%(x)=b=f(xo) f(xg) nie ‘je def.
! lim £ (x) neex. f(xo)
"x-vxo
bl 2 g e y=f(x)
*,\ |
| | |
0 X X 0 Xo X 0 Xo X
Obr. 5.20

Ak je vSak funkcia f v bode Xo definovana, ma v tom bode limitu a plati

- lim f(x) = f(xo)
jej graf nie je v bode [xo, f(X0)] preruseny (nespojity). Vedie to k tejto definicii:
Hovorime, Ze funkcia f je v bode Xo spojita, ak

lim f(x) = f(xo) 1)
h— 0

Teda skutoc¢nost’, ze funkcia f je v bode Xo spojita, znamena, ze
1. funkcia f je v bode xo definovana,
2. ma v tom bode limitu,
3. tato limita sa rovna hodnote funkcie f v bode Xo
Ak polozime x = xg + h, tak podmienku (1) mézeme zapisat’ v tvare

. lim f(xo + h) = f(xo)

h—0

Definicia spojitosti funkcie f v bode hovori priblizne toto: Pre hodnoty argumentu x mdlo
odlisné od xo sa funkcné hodnoty f(x) malo lisia od f{(xo).

Poznamka: Ak vieme, ze funkcia f je v bode Xo spojita, jej limitu v bode Xo najdeme
jednoducho tak, ze vypocitame f(xo).

Priklad 28. Nech Pn(x) je polyndm a Xo 'ubovol'né ¢islo. Podl'a podmienky (1) dostaneme
. lim Pn(X) = Pn(Xo)

x—x0

To znamena, ze polyndm je funkcia spojita v kazdom bode.
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Priklad 29. Funkcia f(x) =

nie je v bode Xo = 1 spojita, pretoze v fiom
X-1
nie je definovana.

Veta 12. Ak st funkcie f1, f2 spojité v bode Xo, tak aj funkcie fy + f2, f1 —f>, fif2 st spojité
.V bode xo. Ak okrem toho f2(xo) # 0, tak aj funkcia f1 / f2 je spojita v bode Xo.

Z tejto vety a z toho, Ze polyném je funkcia spojitd v kazdom bode, vyplyva, Ze racionalna
funkcia je spojitd v kazdom bode, v ktorom je definovana.

Dalej mozno dokazat’, Ze aj trigonometrické funkcie sin x, cos X, tg X, cotg X
a exponencidlna funkcia a* st spojité v 'ubovol'nom bode xo, o znamena, Ze plati

. lim sin(xo + h) = sin Xo
h—0
Skuto¢ne
. lim sin(Xo + h) = lim [sin Xo cos h + (cos Xo) lim sin h] =
h—0 h—0

= (sin Xo) lim cos h + (cos Xo) lim sin h = sin xo
h—0 h—0

pretoze lim cos h=1, limsin h=0.
h—0 h—0

S pojmom jednostrannej limity (limity sprava, alebo zl'ava) stvisi pojem jednostrannej
spojitosti funkcie v bode (spojitost’ sprava, alebo zl'ava).

Hovorime, Ze funkcia f je v bode Xo spojita sprava, zl'ava, ak

lim f(x) = f(xo), alebo lim f(x) = f(xo)

x—0+ x—0—

Priklad 30. Nech fje funkcia definovana na intervale ( — oo, ) takto
1 pre x>0

() =<
—1pre x<0

Asiplati lim f(x) =1, lim f(x) =—1, ateda lim f(x) neexistuje. To znamena

X—0+ x—0—

ze funkcia f nie je v bode Xo spojita. Je vSak v tom bode spojita sprava, pretoze
. lim f(x) = 1 = 1(0). Nie je vSak v tom bode spojitd zl'ava, pretoze lim f(x)=—1

x—0+ x—0—

ale f(0) sa tejto limite nerovna. (obr. 21)

Veta 13. Funkcia f je v bode Xo spojita vtedy a len vtedy, ked’ je v tom bode spojita sprava
.1 zlava.

Hovorime, Ze funkcia f je spojitd na otvorenom intervale (a, b), ak je spojita v kazdom bode
tohto intervalu.
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Obr. 5.21

Funkcia f sa nazyva spojita na uzavretom intervale (a, b), ak je spojita v kazdom vntitornom

bode tohto intervalu, teda na intervale (a, b), a ak okrem toho je v bode a spojita sprava
a v bode b spojita zl'ava.

O funkcii f hovorime, Ze je spojita na intervale (a, b), ak je spojitd na intervale (a, b)
a v bode a je spojita sprava.

Analogicky sa definuje spojitost’ funkcie na intervale (a, b).

Ak je funkcia f spojita v kazdom bode svojho defini¢éného oboru, stru¢ne ju nazyvame
spojita funkcia. Graf spojitej funkcie nazyvame spojitou krivkou (¢iarou). Uvedieme bez
dokazu eSte vety o spojitosti inverznej a zlozenej funkcie.

Veta 14. (o spojitosti inverznej funkcie). Ak funkcia f je rastica (klesajuca) a spojita na
nejakom intervale J, tak aj k nej inverzna funkcia f~! je rastica (klesajiica) a spojitd na
mnozine funkénych hodnoét funkcie f, ktora je tiez interval.

Priklad 31. Funkcia f(x) =a*, a> 1, je spojita a rastica na intervale (— oo, ), a teda k nej
.inverzné funkcia f 1(x) =logax je spojitd a rastica na (0, o) obr. 22.

amwars g v s vpa v gV vpvjive oaaotva ua (v, Yy (Pl vui. J.2
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Veta 15. Ak je lim @(Xx) = uo a funkcia f(u) spojita v bode uo tak

X—x0

lim f(e(X)) = f(uo) = f(lim ¢(x))

x—x0 x—x0

Tato veta plati 1 pre jednostranné limity a pre vlastné limity v nevlastnych bodoch.
.sin X

Priklad 32. lim
x—0 X

= 1 a funkcie e" je spojita v kazdom bode, teda aj v bode u = 1.

lim e(sin X)X = eIim (sin x)/x — el —e

x—0 x—0

Z vety 15. vyplyva d’alSia veta:

Veta 16. (o spojitosti zloZzenej funkcie). Ak je funkcia @(x) spojita v bode Xo a funkcia f(u)
. je spojita v bode uo = @(Xo), tak aj zloZzena funkcia f(¢(X)) je spojita v bode Xo.

Napriklad zloZen4 funkcia x2-1
f(x) =sin

3

. je spojita v kazdom bode.
Z tychto viet a zZ toho, zZe polyném, racionalna funkcia, exponencidlna funkcia
a trigonometrické funkcie st spojité v kazdom bode oboru definicie, vyplyva tato veta:

Veta 17. Kazda elementarna funkcia je spojitd v kazdom bode svojho oboru definicie.

Ak je nejaké okolie bodu xo ¢ast'ou defini¢ného oboru funkcie f ( v bode Xo nemusi byt f
definovana), a v bode Xo nie je splnend podmienka spojitosti lim f(xo), nazyvame bod xo
bodom nespojitosti funkcie f. x—x0

Bod Xo mo6ze byt bodom nespojitosti funkcie f z tychto pricin:

1. funkcia f nema v bode xo limitu,
2. funkcia f nie je v bode Xxo definovana,
3. funkcia f ma sice v bode Xo limitu, ale neplati lim f(x) = f(xo)
x—x0
Body nespojitosti funkcie f, v ktorych ma tato funkcia limitu zl'ava i limitu sprava,
nazyvame bodmi nespojitosti prvého druhu. Ostatné body nespojitosti funkcie nazyvame
bodmi nespojitosti druhého druhu.

.sin X
Napriklad 0 je bodom nespojitosti prvého druhu funkcie , 1 je bodom nespojitosti
X
x3-1 n
prvého druhu funkcie : je bodom nespojitosti druhého druhu funkcie tg x,
x—1 2 | x|

0 je bodom nespojitosti prvého druhu funkcie :
X
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Ak je bod xo bodom nespojitosti prvého druhu funkcie fa lim f(x) = lim f(x), ¢o je, ze

x—0— x—0+

existuje lim f(x) = b, hovorime, Ze funkcia f ma v bode Xo odstranitel'nti nespojitost’.

x—x0

V takom pripade funkcia f bud’ nie je definovana v bode Xo alebo je definovana tak, ze
f(xo) # b.
f(X) pre x #Xo
Definujeme teraz funkciu f* takto  (x) = ¢
b pre x=xo

Tato funkcia je spojita v istom okoli bodu xo. Napriklad funkcia

.sin X
f(x) =
X

ma odstranitel'nt nespojitost’ v bode 0.

.sin x

—— pre x=#0
Funkcia ff(x)=( x

1 pre x=0

je spojita na intervale (—oo, ).
Odstranenie nespojitosti funkcie fv bode Xo spociva teda v nahradeni tejto funkcie funkciou
f*, ktora je v bode Xo spojita a takd, ze f'(X) = f)x( pre X # Xo.

Vlastnosti spojitych funkcii na uzavretom intervale

V predchadzajicom ¢lanku sme uviedli niekol’ko viet o vlastnostiach funkcii spojitych
v bode Xo. K nim priddme bez dokazu este tuto vetu.

y |

f(xq)+ y =f(x)

\\ X —8 XO XO+E

Fixo) e

Obr. 5.23
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Veta 18. (o lokalnom zachovani znamienka). Ak je funkcia f spojita v bode Xo a ak
f(xX) >0 (f(xo0) <0), tak existuje také okolie Ue (Xo), Ze pre kazdé x € Ue (Xo)
je f(x) >0, (f(x) <0).

Geometricka interpretacia tejto vety je na obr. 23.
Dalej uvedieme bez dokazu niekol'ko viet o vlastnostiach funkecii, ktoré su spojité na
uzavretom intervale (a, b).

Veta 19. (Weierstassova veta). Ak je funkcia f spojitd na uzavretom intervale (a, b),
. aspon jeden taky bod c1 € (a, b), ze pre vSetky x € (a, b) plati f(c1) < f(x),

. a aspon jeden taky bod c2 € (a, b), Ze pre vSetky x € (a, b) plati f(x) < f(c2)
obr. 24.

y=f(x)

|

l

|

l |

- |
,O a U b=C2 X

-1 0 S

Obr. 5.24 : Obr. 5.25

—_

———40

Weierstrassova veta teda hovori, Ze ak je funkcia f spojita na (a, b), tak na mnozine
H = {f(x) : x € (a, b) } existuje maximum a minimum.

Funkcia spojitd na uzavretom intervale méze nadobudnit’ maximalne, pripadne minimalne
hodnoty vo viacerych bodoch. Napriklad funkcia f(x) = cos x nadobuda na intervale (0, 47),
na ktorom je spojita, maximalnu hodnotu v bodoch x =0, X =2, X = 41 @ minimalnu
hodnotu v bodoch x = =, X = 3.

Pre funkciu spojitil na otvorenom intervale (a, b) nemusi byt tvrdenie vety 19. spravne.
Napriklad funkcia f(x) = x je spojitd na intervale (0, 1), ale nenadobuda na tomto intervale ani
najmensiu, ani najvacsiu hodnotu. Mnozina jej hodnét pre x € (0, 1) ma sice suprémum i
infimum

inff(x)=0, supf(x)=1
xe(0, 1) xe(0, 1)

.ale v nijakom bode intervalu (0, 1) nenadobtida tato funkcia ani hodnotu 0, ani hodnotu 1.

Tvrdenie vety nemusi byt spravne, ani ak funkcia nie je spojita na celom intervale (a, b).
Napriklad funkcia obr. 25

1-x pre xe(-1,0)
-f(x) =<
0 prexe(0,1)

. je spojita v kazdom bode intervalu ( —1, 1) okrem bodu x= 0. Nenadobuda na tomto
intervale maximalnu hodnotu ( bod [0, 1] nie je bodom grafu tejto funkcie).

Dosledkom vety 19. je veta :
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Veta 20. Ak funkcia f je spojita na intervale (a, b), je na tomto intervale ohrani¢ena.
( Zhora ¢islom f(c?), zdola ¢islom f(c1), ako vo vete 19.

Dalej plati: Veta 21. Nech je funkcia f spojita na intervale (a, b) a nech f(a) = f(b). Potom
. ku kazdému ¢islu K, ktoré lezi medzi ¢islami f(a) a f(b), existuje
. aspon jeden taky bod c € (a, b), ze f (¢ ) =K.
Veta 21. hovori, Ze funkcia spojita na uzavretom intervale (a, b) nadobtda na tomto
intervale vietky hodnoty medzi f(a) a f(b).
Speciélne plati d’alSia veta.
Veta 22. Ak je funkcia f spojita na intervale (a, b) a ¢isla f(a), f(b) maji rozne znamienka

. ¢o znamena, ze f(a) >0, f(b) <0, existuje aspon jeden bod ¢ € (a, b) taky, ze
.f(c) =0, obr. 26.

¥ [r(X,)

y =f(x) '

|

- Cl/\ b ¥

O 1/ C-z\—/ciiv X dif(x,H
0

Obr. 5.26 Obr. 5.27

Veta 22. je vel'mi uZito€na pri numerickom rieSeni rovnic. Ak totiZ rieSime rovnicu f(x) =0
a zistime, Ze f(a)f(b) < 0, pri¢om f je spojita funkcia na intervale (a, b), tak v intervale (a, b)
leZi aspoii jeden redlny korenl rovnice f(x) = 0.

Dosledkom predchadzajucich viet je veta:

Veta 23. Ak je funkcia f spojita na intervale (a, b) a ak nie je f(x) = konstanta pre x € (a, b)
,tak je mnozina {f(x) : xe (a, b) } uzavrety interval obr. 27.

Zavedieme este jednu definiciu:

Hovorime, Ze funkcia f je rovnomerne spojita na intervale J, ak ku kazdému ¢islu € > 0
existuje také ¢islo & > 0, Ze pre vSetky x1, X2 € J, ktoré spliiaji nerovnost’ | X2 — X1 | <9, plati

| fix2) —f(x) | <e

Geometricka interpretacia: Zostrojme obdiZnik, ktorého strana rovnobezna s osou y ma
dizku e a strana rovnobezna s osou x mé dizku §. Pri P'ubovolnom rovnobeznom posunuti
tohto obdiznika v rovine neméze graf funkcie, ktor je na intervale J rovnomerne spojita,
pretinat’ obe strany tohto obdiZnika rovnobezné s osou x (obr. 28). Tito vlastnost’ nemaju
vsetky funkcie spojité na intervale J. Plati vSak tato veta.
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Veta 24. (Cantorova veta). Ak je funkcia f spojita na uzavretom intervale (a, b), je
. tomto intervale rovnomerne spojita.

y =f(x)

Obr. 5.28



