Nerovnosti

Je potrebné si uvedomit’, ze nerovnost'ou nazyvame vsetky poctové vyrazy, v ktorych sa
vyskytuje jedno zo znamienok <, >, <, > ;

Nerovnosti, ktorych znamienka maji rovnaky zmysel, sa nazyvaju sthlasné nerovnosti
alebo nerovnosti toho ist¢ho zmyslu. Nap. x>2; x>0

Nerovnosti, ktorych znamienka majui opacny zmysel, sa nazyvaju nerovnosti nesuhlasné
alebo nerovnosti opacného zmyslu. Nap. X< 3; 2> X;

Ak plati a<b; b<c, potom plati nerovnost a<c;

Dve stihlasné nerovnosti a <b; b <c zapisujeme jedinou nerovnostou a<b<c;

Ekvivalentné Gpravy nerovnosti.

Ekvivalentnymi Gpravami nerovnosti rozumieme Upravy, ktoré neporusia platnost’ danej
nerovnosti. Ak pri¢itame k obom stranam nerovnosti to isté ¢islo, kladné alebo zaporné,
zmysel nerovnosti sa nezmeni.

Ak plati a<b am jelubovolné ¢islo, potom plati nerovnost’

atm<bxm;

Sledujte postup pripocitania k nerovnosti. Mame nerovnost —2 <—1, ku ktorej
pripocitame Cislo 3 pricom dostaneme:

- 2<-1=>-2+3<-+3=>1<2;

Ak prevedieme vSetky ¢leny nerovnosti na jednu stranu ( vac¢Sinou na 'avll ) hovorime, Ze
sme nerovnost’ anulovali. Nap. -3<-1 =-3+1<0=-2<0;
Ak vynésobime alebo vydelime obe strany nerovnosti rovnakym kladnym ¢islom zmysel
nerovnosti sa nement.
a b
<
.m m

Priklad: a<b m<0; potomplati am<bm alebo

Sledujte postup odstraiiovania zlomkov nerovnosti.

3 7 3.10 7.10
Priklad: < = < = 6<7;
5 10 5 10
2a b 2a .24 b.24
> = > = 16a > 3b;
3 8 3 8
Ak vynasobime alebo vydelime obe strany nerovnosti tym istym zdpornym ¢islom, zmeni sa
zmysel nerovnosti alebo znamienko nerovnosti sa zmeni na opacné. .a b
Nap. Akplati a<b, m<O0 ; plati nerovnost am < bm alebo —- <—-;;

.m m
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Toto bolo iba letmé nahliadnutie na spdsob rieSenia nerovnosti a teraz sa budeme
nerovnostiam venovat’ podrobnejsie.

Definicia 1. Cislo a je vi¢§ie nez b ( zapis ma tvar ) a > b, ak je rozdiel a — b kladné &islo,
Cislo a je menSie nez b ( zapis ma tvar ) a < b ak rozdiel a — b je zaporné ¢islo. Plati to
I opacne.

Zapis a>b ( Cislo a je vicsie nez Cislo b ) a zépis b <a ( ¢islo b je menSie nez a )
znamenaju to isté. Symbol > ( va¢si ) a symbol < ( mensi ) sa nazyvaju znaky nerovnosti.
Obraz vicsieho ¢isla lezi vpravo od obrazu mensieho ¢isla. Obraz mensieho ¢isla lezi vlavo
od obrazu vécsieho &isla.

.a b b a

a<b a>b
Obr.1 obr. 2

Kladné ¢isla a su vacsie nez nula, pretoze rozdiel b — 0 = b je zaporné ¢islo. PisSeme a < b
a ¢itame b je kladné &islo.

Mnozina kladnych ¢isel je zobrazena polpriamkou na obrazku 3. nepatri K nej zaciatok 0.
Zaporné ¢isla b st mensSie neZ nula, pretoze rozdiel b — 0 = b je zaporné ¢islo. Piseme b < 0
a ¢itame b je zaporné ¢islo. MnoZina zapornych ¢isel je zobrazena polpriamkou obr. 4. Ale
nepatri k nej jej zaciatok 0.

0 a b 0
Obr. 3. obr. 4.

Nula nie je ani kladné ani zaporné ¢islo.

Ak mame zapis a2 b, je Cislo a vacsie alebo rovné Cislu b , to znamena, Ze ¢islo a nieje
mensie ako ¢islo b . V tomto pripade lezi obraz ¢isla a vpravo od obrazu ¢isla b alebo snim
splyva. Podobne je to i v pripade a<b.

Cisla a > 0 nazyvame nezaporné.

Cisla a < 0 nazyvame nekladné.

Nerovnost a # b spiiiaju kladné i zaporné &isla.
Poznamka: Nerovnost’ so znakom < alebo > je ostra nerovnost’, nerovnost’ so znakom >
alebo < je neostra nerovnost’.

Priklad: Cislo — 5 nie je mensie nez — 5,6. MoZeme tieZ povedat, Ze &islo — 5 je vacsie
alebo sa rovna — 5,6. Zapis bude mat’ tvar
— -5>-56
Rychlost v vlaku nie je vi¢$ia nez 80 kmh™ 1. Hovorime, Ze rychlost vlaku je
mensia alebo rovna 80 kmh™ 1. Zapis ma tvar
v <80 kmh?!



O nerovnosti platia vety: Vetal. Akjea<b, b<c,takaj a<c.
Dokaz. Akjea<Db, taka—-b<0; akjeb<c,takb-c<O0.

(a-b)+(b-c)=a-c<0,

to znamena, Ze a<c, c¢osme malidokazat. Veta 1. platiipre znak >.
Pretoze nerovnosti a < b, b < ¢ platia sti¢asne , m6Zeme pisat’ skratene a < b < c. Tento zapis
nazyvame postupna nerovnost’ a je to zapis dvoch nerovnosti a<b, ab<c.

Obrazy ¢isel a, b, ¢ na ¢iselnej osi nasleduju v tomto poradi od l'avej strany k pravej obr.5.

.a b c

obr. 5.

Veta2. Akje a<bacjelubovolné ¢islo,jea+c<b+c.
Dokaz. Pre kazdé c plati (a—c)—(b-c)=a-b. Akjea-b<0,jeaj(a-b)-(b-c)<0,
to znamena, ze @ + C < b + ¢ a opacne. Veta 2. plati aj pre znak >.

Napr. kedc=35, 7<10,potom 7+5<10+5, ¢ize 12<15.
Alebo akc=-4, 4>2,a)4-4>2—-4,¢cize 0>-2.

Veta 3. Ak je a<b, tak pre kladné ¢islo c(c > 0) plati ac < bc
a pre zaporné ¢islo c(c < 0) plati ac > bc.
Dokaz. Ak jea<Db,tak a—b je zaporné ¢islo a ac — bc = c(a - b) je
1. zaporné pre C kladné, takze ac < bc,
2. kladné pre ¢ zaporné, takze ac > bc.

Veta 3. plati i pre znak >.
Napr.ak je3<12, ¢=2, je3.2<2.12,¢ize 6 <24.
Alebo ak — 200 >—-205ac =0,01, tak — 2 > —2,05.

Vetu 3. méZeme vyslovit’ takto:
AK nasobime obidve strany nerovnosti kladnym ¢islom, nezmeni sa znak nerovnosti. Ak
nasobime obidve strany nerovnosti zipornym ¢islom, znak nerovnosti sa zmeni na
opacny.
Vetad4. Akjea<b,ac<d, jetieza+c<b+d. Podobne ked
a>bac>d, jeaj a+ttc>b+d.
Dokaz. Ak pric¢itame k obidvom stranam nerovnosti a < b ¢islo ¢, dostaneme

a+c<b+c (1)
Ak pripo¢itame k obidvom stranam nerovnosti € < d ¢islo b, dostaneme

b+c<b+d @)

Podlavety 1. jeteda a+c<b+d ¢obolo treba dokazat'. Veta 4. plati i pre znak >.
Napr.ak je5>4 a —7,3<-5, tak po s¢itani 5 — 7,3 <4 -5, ¢ize — 2,3 <— 1. Alebo ak
3>-4a3>2,takposcitani—3+3>—-4+2, ¢ize 0 >—2alebo—2<0alebo 2 > 0.
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Hovorime tiez: Sithlasné nerovnosti , to si také, ktoré maju ten isty znak nerovnosti
moZeme scitat’.
Veta 5. Ak su a, b, ¢, d kladné ¢isla, pre ktoré platia nerovnosti a < b,
.c<d, takaj ac<hbd.
Dokaz. Pretozejeb >0 ac>0, jepodlavety3 ac<bc abc<bd aztoho podla vety 1 je

.ac<hbd.
Veta 5. plati aj pre znak >. 1
Napr. nasobenie sthlasnych nerovnosti 5<7, a —<1
5
dostavame spravnu nerovnost’ 1
5.—«<7.1
5
1<7

Moézeme povedat, ze suhlasné nerovnosti a kladnymi ¢islami moézeme medzi sebou
vynasobit’.
Veta 6. Ak pre kladné Cisla a, b plati vzt'ah a < b, plati pre prevratene ¢isla

1 1
- >
a b
1
Dokaz. Pretoze je a>0 ab >0, jeaj ab>0 a — > 0. Ak vynasobime obidve strany
1 .ab 1 1 1 1
nerovnosti a < b kladnym ¢islom ——, dostaneme a.—<b.— ¢ize —>—,
ab ab ab b a
1 1
to znamena, ze —— > —— , ako sme mali dokazat’.
a b 1 1
Ak napr. 4<5, takje —>— ¢ize 0,25>0,2
4 5
1 1
Alebo z nerovnosti — > — vyplyva 2 <3,
2 3
Veta 6. plati aj pre znak >. Veta 6. plati aj vtedy, ked’ st obidve ¢isla a, b zaporné.
1 1
Napr.ak je—5<-2, tak ———>— toznamena — 0,2 >-0,5 ¢ize aj 0,2 <0,5.
5 2

RieSenie linearnej nerovnosti s jednou neznamou

Linearne nerovnosti o jednej neznamej st nerovnosti, ktoré maju po pripadnych
ekvivalentnych Upravach jeden z tvarov.

ax+b<0; ax+b>0; (a#0);

©)

ax+b<0; ax+b>0; (a=0);
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kde X je neznama a, b st l'ubovolné realne ¢isla, pismena vo vyzname ¢isel alebo poétové

vyrazy, pricom a#0;
Sledujte postup nerovnosti Upravou na zakladny tvar.
X-4<2(2x-3);
3X—4<4x-6;
3X-4-4+6<0;
-X+2<0; \-1
X—2>0;
Pri apravéach nerovnosti nezabudajme na zmenu zmyslu znamienka, ak nasobime alebo
delime zapornym cislom.
Riesit’ linedrnu nerovnost’ o jednej neznamej znamena urcit’ vsetky ¢isla, ktoré po dosadeni

za neznamu spliaju dand nerovnost’ alebo jej vyhovuju.

a) Linearnej nerovnosti X < a vyhovuje nekoneéne mnoho ¢isel.
b) Linearnej nerovnosti X < a vyhovuje ¢islo X = a a nekone¢ne mnoho ¢isel x<a;

Definicia: Nerovnost’ prvého stupia ¢iZe linearna nerovnost’ s jednou neznamou ma
tvar ( nerovnost’ (3)).

Definicia : RieSenim rozumieme nerovnosti v§etkych cisel x, ktoré dosadené za neznamu
vyhovuji nerovnosti, ¢ize davaju po dosadeni za neznamu spravnu nerovnost’.

Riesit’ nerovnost’ znamena najst mnoZzinu vsetkych Cisel X, ktoré nerovnosti vyhovuju.

Majme este jeden priklad na upravu nerovnosti na zakladny tvar.
4x-5 x+3 x x-8 1
+ < +
3 2 4 5 60
Z nerovnosti odstranime najskor zlomky tak, ze ju vynasobime 60 — mi.

80x — 100 +30x + 90 < 15x —12x - 96 + 1
Cleny s nezndmou prenesieme na lavii stranu, ostatné ¢leny na pravii stranu nerovnosti.
107x < 407
1
Nerovnost’ nasobime ¢islom — a dostaneme
107

X< 1.

Danej nerovnosti vyhovuju Cisla X, ktoré sit menSie nez jedna.
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Priklad: Treba dokazat, ze pre kazdé¢ kladné ¢islo a plati nerovnost’

1
a+t—=>2,
.a
Doékaz urobime takto: 1
at—=>2; a>0
.a
1
a+—-2>0
.a
a—2a+1
>0
.a
(a—1)
>0
.a

¢o je spravne pre kazdé a> 0

Ststava dvoch linedrnych nerovnosti o jednej nezname;.

Riesit’ stistavu dvoch linedrnych nerovnosti o jednej nezndmej znamend, urcit’ vSetky cisla,
ktoré zaroven vyhovuji obom danym nerovnostiam.

Pri rieSeni postupujeme ;

a) Riesime jednotlivé nerovnosti postupom ako pri nerovnosti jeden linearnej s jednou
neznamou.

b) Vysledok riesenia oboch nerovnosti znazornime graficky na ¢iselnej osi.

C) Zisel, ktoré vyhovuju zaroven obom nerovnostiam sustavy, ur¢ime vysledok
rieSenia danej stistavy nerovnosti.

Sledujte postup rieSenia; nerovnost a) sustava x >—1; X>2; rieSenie v>2;

| /1

[ ]

0O
A%

-1

e
[

Grafické znazornenie sustavy nerovnosti na Ciselnej osi.
Nerovnost' b) sistava ; x >—1; x<2; rieSenie; —1<x<2;

TN |

-1 0 1 2




Nerovnost’' ¢) sustava; x<-1; x>2; rieSenie; sustava nema rieSenie.

-1

Teraz uvedieme priklad na rieSenie naro¢nejSej sustavy ;

Priklad; nerovnost’ (1) 8x —20 <3x; nerovnost (2) 5x+6<3(x+06)

RieSenie nerovnosti (1) RieSenie nerovnosti (2)
8x —20 <3x 5 + 6 < 3(x + 6)
8x—-3x-20<0 5X+6<3x+18
5x—-20<0 5x—-3x—-18+6<0
5x <20 /5 2x—-12<0
X<4 2x<12 [.2
X<6

s |
? Y W Y Y S

0 1 2 3 4 5 6

Grafické znazornenie rieSenia sustavy dvoch nerovnosti .

Linearna nerovnost’ s neznamou v menovateli.

Pri rieSeni nerovnosti s nezndmou V menovateli postupujeme tak, ze

a) uréime pre, ktoré hodnoty neznamej maju lomené vyrazy zmysel.

b) Prevedieme vSetky ¢leny na jednu, spravidla na I'ava stranu nerovnosti.
c) Prevedieme vsetky ¢leny nerovnosti na spolo¢ného menovatela.

d) Nerovnosti s lomenym vyrazom rieSime ako slistavu nerovnosti.

a
Kbodud: 1) akplati — > 0; potom musi platit’ a>0; b <0; aleboa <0; b<0;
b
Napr. a=+6>0; b=+3>0; alebo a=-6<0; b=-3<0;
a

2) ak plati — <0 ; potom musi platit a>0; b<0;alebo a<0;b>0;
b

Napr. a=+6>0; b=-3<0; alebo a=-6<0; b=+3>0;
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Obe moznosti musime mat’ vzdy na paméti a danu nerovnost’ musime preto riesit’ ako dve
sustavy nerovnosti a to bud’ tvaru (1) alebo tvaru (2).

Sledujte postup rieSenia nerovnosti.
3X—-4

vV
-

2x+1
a) upravou podla bodu a) dostaneme
X—95
—F— 2 0;
2x+1
b) Podrla vety, ze ak su delitel’ a delenec rovnakého znamienka je vysledok kladny ak je
delenec a delitel’ r6zneho oznacenia je vysledok zaporny.

(1) x-5>0; 2x+1>0;
(2) x-5<0; 2x+1<0;

c¢) Riesenie je ako pri sustave nerovnosti o jednej neznamej. Najskor rieSime nerovnost’ (1)

X-52>0; 2Xx+1>0;
1
kde nezndmaje x > 5; X>———; arieSenimje x > 5;
2
| 11111
— e ——— 00— 00— 00— 00— 00—
-1 0 1 2 3 4 5
1
2
potom rieSime nerovnost’ (2)
X-5<0; 2x+1<0;
1 1
kde neznamaje x <5; X<-—; arieSenim nerovnosti je X <——;
2 2
I |
——0— 00— 00— 00— 00— 00—
-1 0 1 2 3 4 5
1
2 1

e) Z danej nerovnosti vyhovuju vsetky x, ktoré¢ vyhovuju nerovnostiam x >5; X < — —;
2



Linearne nerovnosti s absolutnou hodnotou
Zopakujmesi @) akje a=0; potom |a| =a;
b) akje a<0;potom |a|=-a;

Pre absolutnu hodnotu | 4 —3x | plati

a) Akje 4-3x >0;potom |4-3x|=4-3x;
b) Akje 4-3x<0; potom |4—3x| =—(4-3x)=3x—-4;

Pri rieSeni linedrnej nerovnosti s absolutnou hodnotou postupujeme tak, ze podl'a definicie
absolttnej hodnoty vypiSeme z danej nerovnosti dve rézne ststavy linearnej nerovnosti, ktoré
potom rieSime ako sustavu dvoch linedrnych nerovnosti s jednou nezndmou.

Sledujte postup rieSenia nerovnosti

|x—2|23;

a) Akje x-2>0; potom |x—2|=1—2;
b) Akje x—2<0; potom |x—2|=—(x—2):2—x;

Ak nahradime absolutnu hodnotu danej nerovnosti | X—2 | > 3 vyrazmi a), b) potom
dostaneme sustavy nerovnosti

c) Akje x—2>0; potom x—2>3;
d) Akje x—2<0; potom 2-x>3;

Z rieSenia sustavy ¢) vyplyva, ze x>2; X2>5; agrafické zndzornenie

0O 1 2 3 4 5
teda rieSenim je x> 95 ;

Z rieSenia sustavy d) vyplyva, ze x <2, x>—1, a grafické zobrazenie je

1 |

teda rieSenimje x>-1;

e) Zbodu c vyplyva, ze danej nerovnosti | X—2 | > 3 vyhovuju vsetky x
vyhovujtce nerovnosti x >5; alebo x>-1;
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Kwvadratické nerovnice

Definicia
Kazdu z vyrokovych foriem ax?+bx +c¢>0, ax>+bx+c<0, ax®>+bx+c>0,

ax2+bx+c<0, kde a, b,c e R, a=0,nazyvame kvadratickou nerovnicou s nezndimou
X

Okrem ekvivalentnych uprav pre linearne nerovnosti robime este aj

a) umocnenie tym istym mocnitelom obidvoch stran nerovnice, ktoré v celom obore
nerovnice nadobudaju len nezaporné hodnoty.

b) odmocnime tym istym mocnitel'om obidvoch stran nerovnice, ktoré v celom obore

nerovnice nadobudaju len nezaporné hodnoty.

Rydzokvadraticka nerovnica

Uvazujme o nerovniciach tvaru xX>-~m<0, x*-~m>0, x>+ m<0, x>+ m>0.
Ak kvadraticka nerovnica ma tvar

a) xX2-m<0, kde m>0
tak po jednoduchej uprave dostaneme
x2<m, toje x| <+vYm
obor pravdivosti nerovnice tedaje P={x e R; —Vm<x <Ym} = (—vYm, Ym).
b) x*-m>0, kde m>0, tak
X2>m, toje |x| >m
obor pravdivosti tedaje P={x e R;x<—vYmv x>Ym} = (- o, —Vm) U (Vm, x)
c) x*+m<0, kde m>0, tak
xX2<-m aP=0.
d x*+m>0, kde m>0. tak
x2>-m aP=R
Podobne postupujeme pri rieseni nerovnic tvaru x>—m>0, x> ~m <0, x>+ m >0,
X2+m<0.

Priklad.  RieSme v mnozine R nerovnice

3
a) (x-5)%<1, b) (x+3)?>—;
4
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b) (x—4)P<——, d) (x+—)>-19
S 4

Riesenie.
a) (x-5?%<1l o |x-5|<1

obor pravdivostije P={xeR;5-1<x<5+1}=xeR; 4<x<6}=(4,6)

3 V3
b) x+3)%>— < [x+3]|>—
V3 3
P{XxeR; X<-3—-———+ v >-3—1}=
2 2
V3 V3
=(-c;-3—)U(-3+—;x)
2 2
9
c) (x—4)’<-——, P=0.
5
7
d (x+—)?>-19, P=R
4

Uplna kvadraticka nerovnica
Postup riesenia si ukazeme na prikladoch.
Priklad. Rie$me v mnoZine R nerovnicu x?—5x —6 <O0.

RieSenie. Ekvivalentnymi upravami postupne dostaneme:

X2 —5x—-6<0
5 5
X2 —bx+(—) —(—)*-6<0
2 2
5 49
(X——)~-—<0
2 4
5 49
(x——)<—
2 4
5 7
x| <—
2 2
5 7 5 7
Oborom pravdivostije P={xeR;———<x<—+—}=
2 2 2 2

={xeR;-1<x<6}=(-1;6)
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Pri rieSeni sme pouzili metdédu doplnenia na druhti mocninu dvojclena, ktora
pozname z rieSenia kvadratickych rovnic.
Dant rovnicu mézeme riesit’ este d’alsim sposobom, pouzitim rozkladu kvadratického
troj¢lena na sucin linearnych Cinitel'ov.
Kvadraticka rovnica x?—5X —6 ma korene x1=6, X2 =— 1, ateda plati

XP—BX—6=(x—-6)(x+1)

Dana kvadraticka nerovnica je teda ekvivalentna s nerovnicou (x—-6) (x+1)<0,
ktorej rieSenie pozname uz z rieSenia linearnej nerovnosti. Metodu rozkladu
kvadratického trojclena na sucin linearnych ¢initelov mozno pouzit’ iba v tom pripade,
ked’ diskriminant kvadratického troj¢lena D > 0.

RieSenie kvadratickej nerovnosti rozkladom na sucin ¢initelov.

Pri rieSeni nerovnosti rozkladom na stc¢in postupujeme tak, ze
1) prevedieme dani nerovnost na zodpovedajici zakladny tvar x> + px +q>0;
2) kvadraticky troj¢len ( dvoj¢len ) rozlozime podl'a pravidiel na sucin linearnych
Cinitel'ov tvaru
(x+a)(x+b)>0;
3) takto upravenu nerovnost’ rie§ime ako sustavu dvoch linearnych nerovnosti
0 jednej nezname;.

Sledujte postup rieSenia nerovnosti x2—4x—-5<0
a) rozlozime na sucin Cinitelov (x —5) (x +1)<0;
b) podla vety nerovnosti plati ak (x —5)>0; (x+1)<0; alebo(x-5)<0;
x+1)>0;
¢) sustava (x —5)>0; (X +1) <0 ; nema ziadne rieSenie
zo sustavy (x —5) <0 ; (x+ 1) >0 ; sme dostali rieSenie —1<Xx<5;
d) Riesenim kvadratickej nerovnosti x2 — 4x — 5 < 0 st vsetky x, pre ktoré plati
- 1<x<5;

RieSenie kvadratickej nerovnosti odmocnenim.

Ak mdzeme upravit’ kvadraticki nerovnost na tvar x? < a, alebo x? > akde a je
I'ubovolné redlne Cislo vdcsie neZ nula, potom plati | X | <Va ; tuto nerovnost’ riesime
ako s absolutnou hodnotou, ¢ize ako linearnu nerovnost’ s absolutnou hodnotou.

Sledujte postup rieSenia nerovnosti
2x2-18>0

a) Ekvivalentnymi upravami prevedieme nerovnost’ na tvar

x2>9:



13
b) podra vety nerovnosti  x >a plati | X | >3,

¢) rieSenim nerovnosti | X | > 3 podla rieSenia nerovnosti s absolitnou hodnotou
dostaneme pre dant kvadratick nerovnost’ rieSenie x >3; X<-3;

RieSenie kvadratickej nerovnosti doplnenim na uplny Stvorec.

Ak upravime kvadratickil nerovnost’ doplnenim na uplny Stvorec potom nerovnost’ ma tvar
(x+a’<b; (b>0);

a odmocnime l'avu stranu nerovnosti a pravi stranu nerovnosti, potom plati
| Xx+a | <\b;
tuto nerovnost’ rieSime ako nerovnost’ s absolttnou hodnotou.
Sledujte postup rieSenia nerovnosti.
X2+2x-8>0;
a) Nerovnost’ upravime doplnenim na uplny Stvorec tvaru
(x+1)2>9;
b) podla vety o odmocninach plati
|x+1|>3;
c) Postupom rieSenia ako pri kvadratickej nerovnosti s absolitnou hodnotou
dosiahneme rieSenie dané kvadratickou nerovnostou x >2; X<—-4;
Diskusia rieSenia linearnych rovnic s parametrom.
Pri rieSeni linearnych rovnic s parametrom pouZivame nerovnosti k uréeniu
a) pre ktoré hodnoty parametru ma rovnica kladny koren
b) pre ktoré hodnoty parametru ma rovnica zaporny koren

c) pre ktoré hodnoty parametru sa koren rovna nule.

Postup diskusie si objasnime na rieSeni prikladu
4—a 3

.a Xx—-1

a) Zistime za akych podmienok ma rovnica zmysel.
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1) Pre a=0 nema rovnica zmysel
2) Pre a=4 nema rovnica rieSenie 2(a+2)
3) Prea=#0, a#4 marovnicakoren x= —;

4—a
b) Ak ma byt koreil rovnice kladny ¢ize x >0 ; musi platit’
2(@a+2)
- >0 :
4-a

Ak povazujeme parametre a za neznamu potom rieSime tento priklad ako nerovnicu
s neznamou v menovateli a jej rieSenim najdeme nerovnosti

— — 2< a <4,
Za predpokladu , ze a # 0 ; mdzeme urcit’ zaver
4) Pre—2<a<0; 0<a<4; marovnica kladny koren.
b) Ak ma byt koren rovnice x zaporny, alebo x < 0, musi platit’
2(@+2)
- <0 :
4-2
Podl’a vety rieSeni linearnej nerovnosti s neznamou v menovateli dostaneme nerovnost’

a>4; a<-2;

alebo plati
5) Pre a>4; a<-2 ma rovnica zaporny koren.

d) Ak ma byt koreinl rovnice x nulovy, alebo x = 0 musi platit’
2(a+2)
=0

4—-a
Riesenim tejto rovnice je korenn a=—2 alebo plati

6) Pre a=-2 marovnica koren nulovy alebo rovny nule.

d) Celkovy zaver diskusie rieSenia rovnice je suhrn diel¢ich zaverov 1) az 6).

Diskusia rieSenia kvadratickych rovnic s parametrom.

Pri rieseni kvadratickych rovnic s parametrom pouzivame nerovnosti k urceniu
a) pre ktoré hodnoty parametra ma rovnica dva rozne realne korene,
b) pre ktoré hodnoty parametru ma jeden dvojnasobny koren,
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c) pre ktoré hodnoty parametru nema ziaden realny koren.
Sledujte diskusiu rieSenia rovnice
AXC+2x+4=0;
a) Na zaklade rieSenia obecnej kvadratickej rovnice musi platit’ a =0 ;
Riesenim korefiov x1, X2 dostaneme tvar
Va(a—4)
Xy, Xo=—-14———;
a
b) Ak ma mat rovnica dva rézne korene, musi platit’
D=a(a-4)>0;
RieSenim kvadratickych nerovnosti rozkladom na st€¢in Cinitel'ov dostaneme tieto nerovnosti
a<0; a>4;
Rovnica ma dva rozne realne korene.
¢) Ak ma mat rovnica jeden dvojndsobny koren, musi platit’
D=a(a-4)=0;

RieSenim kvadratickej rovnice bez absolutneho ¢lena dostaneme

1) a=0; avSak podla bodu rieSenia kvadratickej rovnice musi platit’ a=0 ;

Sustava kvadratickych nerovnic

Priklad . N4jdite vSetky redlne cisla x, pre ktoré je

2X2+5x-7>0;
7
Diskriminant kvadratického trojélena 2x2 + 5x — 7 je 81, a korene trojélena si x1 = — — ;
7 2
X2=1; Preto 2x2+5x—-7=2(x+—)(x-1).
2
Tento stcin je kladny vo dvoch pripadoch :
7 7
I. Akje2(x+—)>0 apritom x—1>0,tojeak x>——— astcasne x > 1.
2 2

Obe posledné nerovnice su splnené pre x > 1.
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7 7
Il. Akje 2(x+—)< azaroven x—1<0, tojeak x<——— asucasnex < 1.
2 7 2
Obe posledné nerovnice su splnené pre x <——.
7 2
X>——
2
7
0} X>——-
| 2

I 0) 0 == =

7 1

- ¢}
2 x>1
x<l1
0

Il. —======== === 0

| 7 1

O_

7 2
X<——
2

Nerovnica 2x2+5x—-7>0:

Odpoved’. Nerovnici 2x? + 5x — 7 > 0 vyhovuji prave vietky &isla zjednotenia intervalov
7

(—4I,————) a (1,%)
2

Priklad. N4§jdite vSetky realne ¢isla x , pre ktoré je

2-5x—-x*>x>-1:

X>-3
¢}
|
| Q==========(
-3 | 1
0 —
1 2
X< —



X>—
2
0}
. 0 0
| -3 1
0 J—
X<-3 2
Nerovnice 2-5x-x?>x?-1
Z danou nerovnicou je ekvivalentna nerovnica
2x2+5x—-3<0;
1
to je nerovnica 2(x +3) (x ——) <0;
2
a tym taktiez nerovnice (x +3) (2x—-1)<0;
Posledny vztah plati pre tie ¢isla x, pre ktoré
1
I bud x+3>0 asufasne 2x-1<0, Cize x>-3 asufasne x >—
2
1
toje pre vSetky x e (-3,—);
2

1
Il. alebo x +3 <0 astcasne 2x—-1>0,¢ize x <-3 asucasne X >—

2
Posledné dva vzt'ahy nemdzu byt platné sucasne.
Odpoved’. Nerovnici 2 —5x —x?>x%—1 vyhovuju vietky &isla z intervalu
1
(-3,—) aziadne iné.
2

Priklad. Ngjdite vSetky realne ¢isla x, pre ktoré plati nerovnost’
X—X2<4x -7 -3
Danti nerovnicu upravime na tvar

2x2—3x+7<0:

Kvadraticky troj¢len na l'avej strane nerovnice nema realne korene. Preto nahradime
poslednu nerovnicu k nej ekvivalentni nerovnicu.
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3 9
2(X—— ) <-T+—;
4 8

Ktora v$ak asi nema riesenie. Nerovnice x — X2 < 4X — 7 — 3x? nemaju rieSenie.

Priklad. Ngjdite vSetky realne ¢isla vyhovujuce nerovnici
X2+ 2x>x-5;
Hladame rieSenie nerovnice
3X2+x+5>0;

ktora je z danou nerovnicou ekvivalentna. PretoZe trojclen na l'avej strane opét’ nie je
mozné rozlozit', postupujeme ako v predoslom priklade.
1 1
3(x+—)>-5+—;
6 12

Nerovnost’ je splnena pre vSetky redlne Cisla, lebo jej I'ava strana je trojnasobok
(nezapornej) druhej mocniny, ale prava strana je zaporné ¢islo. Dant nerovnicu spliiaja
vSetky redlne Cisla.

Vylozili sme a ukazali na prikladoch jeden sposob vyhl'adavania rieSenia kvadratickych
nerovnic. Dalsi spdsob, ktorym mozno I'ahko riesit’ kvadraticka nerovnost’ je kvadraticka
funkcia a jej graf.

Grafom kvadratickej funkcie f(x) = ax?+ bx +c, kde a, b, ¢ st redlne ¢isla a>0 je
parabola, ktora ma osu rovnobeznu s 0Sou Yy a ktorej vrchol mé zo vSetkych bodov najmensiu
druhu stradnicu ako vidime na obrazku.

Ak ma kvadraticky troj¢len ax? + bx + ¢ realne korene X1, X2 ( zvolime oznadenie tak,
aby X1 < X2 ), pretina graf funkcie f, f(x) = ax® + bx + ¢ osu x prave v bodoch xi, X2. Ak ma
troj¢len dvojndsobny korenl xo a ak nema trojclen realne korene, nema graf Ziadne spolo¢né
body s osou x, ¢o znamena, ze cely lezi v hornej polovine nad osou x, Obr. A,b,c.
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Obr. Ab,c
Majme kvadraticka nerovnicu ax®+bx +c¢ >0, (a>0). Ak ju ozna¢ime f(X) = ax? + bx + c,
mame teda za tlohu najst’ vSetky realne ¢isla, pre ktoré funkcia f nadobtida kladné hodnoty.

Staéi iba vyriesit rovnicu ax® + bx + ¢ = 0 a ostatné vycitame z grafu.

1) A ma rovnica redlne korene x1 < Xz je f(x) >0 (to je, ze ax? + bx + ¢ > 0 ) pre vietky x,
ktoré lezia vo vnutri intervalu ( X1; X2 ), pre X € (— oc; X1) U (X2; o).

2) Ak ma rovnica dvojnasobny korefi Xo je f(x) > 0 pre vSetky x # Xo potom rieSenim
nerovnice je zjednotenie (— oc; Xo) U (Xo ; o).

3) Ak nema rovnica ax? +bx + ¢ = 0 redlne korene, je vzdy f(x) >0, to je , Ze nerovnici
vyhovuju vSetky redlne ¢isla.

Opac¢na nerovnost ax?>+bx+c<0, (a>0)byv pripade
1) vyhovovala vSetkym ¢islam x € (X1; X2) ,
2) iba ¢islu xo
4) nemala by rieSenie.
Keby v danej nerovnici bol koeficient a zaporny a nechceli by sme ho upravit’ ( nasobenim

zapornym &islom), staéi si uvedomit’, ze grafom funkcie f(x) = ax? + bx + ¢ je pre a <0 opit’
parabola, ale opacne orientovana obr. A,b,c.
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Pri CastejSom rieSeni, neni potrebné grafy kvadratickych funkcii kreslit’, staci ak si ich

predstavime. Tymto spdsobom vyrieSime kvadratick nerovnicu vlastne hned’ po néjdent
koreniov kvadratického trojclena ( alebo hned’ po vypocte diskriminanta ak je zaporny ).
Korene trojclena sme museli hl’'adat’ i pri vypocétu prvym sposobom, kedy vsak bolo treba este
previest’ rozklad troj¢lena.

Este treba podotknut’, ze postup nie je iba odvodzovanie z obrazkov, pred ktorym obyc¢ajne
matematicka uCebnica varuje, ale celkom presne urcuje korene kvadratického trojclena
a obrazkov pouzivame iba k 'ahSiemu vybaveniu znamych ('ahSie dokazateI'nych) vlastnosti
kvadratickej funkcie. Tato kombinacia vypoctu a nazornej predstavy je ¢asto vel'mi uzito¢na
a nema zmysel sa jej vyhybat’. Tak napr. vedomostou grafu linearnych funkcii ba sme mohli
pouzit’ pri hl'adani rieSenia linedrnych nerovnic a ich sustav ale tu je ¢islo matematicky postup
jednoduchsi.



