Neurcité rovnice

Diofantické rovnice prvého stupna.

Vedomosti delitel'nosti celych ¢isel vyuzijeme k tomu, aby sme nasli celociselné rieSenie
rovnic a sustav s celoc¢iselnymi koeficientami o niekol’kych neznamych. Nazov rovnic je
odvodeny od mena gréckeho matematika Diofanta, ktory prvy takéto rovnice riesil. Celkovo
sa nazyvaju neurcité , lebo mavaju spravidla nekone¢ne mnoho réznych rieseni.

Najjednoduchsie diofantické rovnice st rovnice prvého stupnia, ktory ma tvar

amxit+taxe+...+taxn=Db 1)

kde a1, az, ...... , @n, b su celé Cisla, pricom ai =0 ; prei=1,2,...,n aXiy, X2, .....Xn SU
nezname.

Niektoré diofantické rovnice prvého stupia maju celocicelné rieSenie, iné nie.

Veta 1. Nutnou a postacujicou podmienkou pre to, aby diofanticka rovnica (1)
. mala celodiselné rieSenie, je

b=k.D(a1, a2, ...., an) ;

kde k je celé ¢islo.

Vseobecny tvar diofantickej ( neurcitej ) rovnice prvého stupiia o dvoch neznadmych x, y je
ax+by=c 2

kde a, b, ¢ su celé ¢isla pri¢om ¢isla a, b su rozne od nuly.

Riesenim tejto rovnice rozumieme usporiadanu dvojicu celych ¢isel ( Xo, Yo ), pre ktoré plati
. aXo + byo = c. Riesit’ tiito rovnicu, znamena najst’ mnozinu vsetkych jej rieSeni. Ak ¢ =0,
potom ma diofanticka rovnica nekonecne vela celociselnych rieSeni.

RieSenim rovnice

ax+by=0 (3)
st usporiadané dvojice celych ¢isel, ktoré maju tvar
X = Bt, y=-At (4)
a b
kde t je 'ubovolné celé ¢islo A=——, B=—— d=NSD(a, b).
d d

NSD je ( najmensi spolo¢ny delitel’ danych ¢isel )
Diofanticka rovnica (2) ak ¢ # 0 je rieSite'na v celych Cislach vtedy a len vtedy, ked’

.d =NSD(a, b) je delitePom ¢isla ¢

Najvicsi spolocny delitel ¢isel a, b musi byt’ delitelom ¢isla c.
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Ak tato podmienka nie je splnend, potom diofantickd rovnica (2) nie je celych cislach
rieSitelna.
Ak ma diofanticka rovnica (2) jedno celociselné riesenie, potom ma celoc¢iselnych rieSeni
nekonecne mnoho.
Ak je (Xo, Yo) jedno celociselné rieSenie rovnice (2), potom kazdé jej rieSenie (x, y)
dostaneme v tvare
X = Xo + Bt, y =Yyo—At (5)
kde t je 'ubovol'né celé ¢islo.
Riesenie jednej diofantickej linearnej rovnice s 3 a viacerymi neznamymi je podobné
rieSeniu rovnic s dvoma neznamymi.
Pri rieseni slovnych tloh veducich k rieseniu diofantickych rovnic byvaju dané d’alSie
podmienky, ktoré vymedzuju len konecny pocet rieseni.
Niektoré zaujimavé tlohy vedu k rieSeniu systému diofantickych rovnic.

aiX + by +ciz=dx
a2X + bay + c2z = d2

RieSenim tohto systému budeme nazyvat taka usporiadant trojicu ¢isel ( Xo, Yo, Zo ), pre
ktoru platia sucasne vyroky:
.a1Xo + biyo + c1z0 = d1
.az2xo + b2yo + c2z0 = d2

Ak je jedna z rovnic systému neriesite'na, nemoze byt rieSitelny ani systém. Ak su obidve
rovnice riesitel'né, systém moze byt neriesitel'ny.
Riesenie diofantickych rovnic vyssieho stupiia je ovela zlozitejsie ako rieSenie linearnych
rovnic.
Na ukazku nam poslazi niekol’ko vyrieSenych prikladov.

Priklad: Rieste v celych ¢islach diofantickli rovnicu 12x — 8y = 0;

Riesenie: Mame rovnicu tvaru (3). Vypocitame najvacsi spolo¢ny delitel’ d = NSD(12,-8) = 4
Riesenim danej rovnice podl'a (4) st vSetky dvojice, ktoré maju tvar

a b
X=Bt, y=—At, kdle A=—, B=—;
d d
-8 12
tedax =——1t=-2t, =——1t= —3t, kde t je 'ubovol'né cel¢ ¢islo.
4 4

V nasledujtcej tabul’ke je uvedenych niekol’ko dvojic celych ¢isel (x, y), ktoré st
. rieSenim nasej rovnice.

I 0 1 1 2 2
X 0 ) 2 ~4 4
y 0 ~3 3 6 6

Skuska spravnosti. Na l'avej strane po dosadeni za x, y dostavame 12( —2t) — 8( — 3t) = 0.

Prava strana sa rovna tiez nule. RieSenie danej rovnice teda moézeme vyjadrit’ v tvare




X=-2t, y=-3t alebo v tvare x =2t, y = 3t, pretoze t je lubovol'né celé ¢islo,
a to kladné, nula alebo zaporné.

Priklad: Vyjadrite ¢islo 6 v tvare 15X + 6y.

RieSenie: Na zaklade zadania tlohy sformujeme rovnicu na tvar
15x + 6y =6

NSD(15, 6) = 3 a ¢islo 3 je delitel'om ¢isla 6 potom tloha je riesiteI'na v obore
. celych cisel Z.
Pre cisla 15 a 6 pouzijeme Euklidov algoritmus

15=6.2+3
6=3.2+0

Z prvej rovnice mame 3 =15 + 6(—2) a dosadime to do druhej rovnice
6=[15+6(-2).2
6=15.2+6(—4)
teda Xo =2, Yo=—4; Zo zapisu (5) vyplyva, ze rieSenim danej tlohy budu
(X, y)kdex=2+2t, y=—4-5t; t e Z
Skuska spravnosti. Po dosadeni za x =2 +2t, y=—4 — 5t do vyrazu 15x + 6y dostaneme

15(2 + 2t) + 6(— 4 — 5t) = 6

Za pismeno t mozeme dosadit’ postupne ¢isla 0,1,2,3 atd’.

Priklad: N4jdite asponi jednu dvojicu celych ¢isel diofantickej rovnice
31x+27y=1 Q)
RieSenie: Rovnica je riesitelnd v celych ¢islach, ak NSD(31, 27) je delitelom ¢isla 1.

Najmensi spolo¢ny delitel’ tychto ¢isel je ¢islo 1. Teda €islo 1 je delitel'né
. Cislom 1. Na riesenie vyuzijeme Euklidov algoritmus pre ¢isla 31 a 27.

31=27.1+4 (2)
27=4.6+3 3)
4=3.1+1 4)

Z rovnosti (2) dostaneme:
4=31+27.(-1) (5)

Z rovnosti (3) dostaneme:
3=27+4.(-6) (6)

Z rovnosti (4) dostaneme:
1=4+3.(-1) (7



Do (7) dosadime postupne (5) a (6) a upravou dostaneme.

1=31+27.(-1)+{27+[31+27 .(-1)] . (-6)}. (-1) =
=31+27.(-1)+27.(-1)+31.6+27.(-6)
teda
1=31.7+27.(-8) (8)

Porovnanim (8) s rovnicou (1) dostaneme Xo =7, Yo =— 8 ; Toto je rieSenie nasej
rovnice. DalSie rieSenia maju tvar

X =Xo + Bt, Yy =VYo—At;
b a
kde t je 'ubovol'né celé ¢islo,B=—, A=——; d =NSD(a, b). V naSom pripade d =1,
d d

B =27, A =31. Mnozina vSetkych rieSeni rovnice (1) ma tvar
X=7+27t, y=-8-31t, kde t=0,+1, £2, .....
Dosadenim do 'avej strany rovnice dostaneme:
31.(7+27t)+27 .(-8-31t) =1
Prava strana rovnice sa rovna tiez jednej, z coho vyplyva, ze x =7 + 27t, y=—8 — 31t su

.rieSenim danej rovnice.

Priklad: Nech a, b st nesudelitel'né ¢isla a (xo,Yo) je jedno z mnoziny vSetkych celo¢iselnych
. rieSeni rovnice

ax+by+c=0 Q)
Potom ¢isla x=x9—bt, y=yo+at (2)
Pre 'ubovolné celé ¢islo t (t=0,£1,42,...) tvoria mnoZinu vSetkych
.celociselnych rieseni rovnice (1).

Dokaz: Nech (xo, Yo) je 'ubovolné celociselné rieSenie rovnice (1). Potom odc¢itanim rovnic

ax+by+c=0

axo+hbyo+c=0 3
dostaneme ax —axo+ by—byo=0
Z ¢oho vznikne a(xo — X)
y-Yo=—— (4)
b

Pretoze y — Yo je celé ¢islo a ¢isla a, b st nestudelitel'né, musi byt’ xo — x delitel'né
. ¢islom b, teda ¢islo X0 — x ma tvar

Xo—X = bt (5)



kde t je celé Cislo. Potom rovnica (4) ma tvar

.abt
Y-Yo=——
b
po uprave dostaneme
Y —Yo=at (6)
takze z (5) a (6) dostaneme
X=Xo—bt, y=yo+at (7)

Tym sme dokdazali, ze mnozina vSetkych celociselnych rieseni (x, y) ma tvar (2).
Ostéava eSte dokdzat’, ze kazda dvojica Cisel (x1, Y1), ktort dostaneme zo vzt'ahov (2) pre celé
Cislo t = t1, bude rieSenim rovnice (3). Aby sme si to overili, dosadime hodnoty x1 = Xo — bt,
. Y1 = Yo + at do l'avej strany rovnice (1)

.axy+ by + c=axp—abt; +byg+abt; + c=axo+ byo + ¢
PretoZe (xo, Yo) je rieSenie rovnice (1), axot byo +c=0, atak
axy+byi+c=0 (8)

to znamena, ze (X1, Y1) je rieSenie rovnice (1). Nase tvrdenie sa potvrdilo.

Diofantické rovnice druhého stupna.

Teraz sa budeme zaoberat’ diofantickymi rovnicami druhého stupiia, to znamena, rovnice
tvaru
(X1, X2,...., Xn) =0 )

kde f je polynom ( mnoho¢len ) druhého stupna s celo¢iselnymi koeficientami a budeme
hl'adat’ ich celoCiselné rieSenia. Mdze sa stat’, Zze diofantickd rovnica ma konecny alebo
nekoneény pocet rieseni, ale sa moZe stat’, Ze rovnica nema riesenie.

Obecna teodria diofantickych rovnic druhého stupnia je pomerne zlozita, preto sa obmedzime
iba na niektoré Specialne typy, ktoré sa l'ahko riesia.

Diofanticka rovnicu druhého stupiia o dvoch nezndmych X, y mozno uviest’ na tvar

(ax+by+c)(dx+ey+f)=m (10)
kde a, b, c, d, e, f, m sucelé ¢isla, a ak ma ststava

ax+by+c=r
dx+ey+f=s



kde r, s s zdruzené delitel'né ¢isla m, celo¢iselné riesenie. Toto rieSenie je taktiez
rieSenim rovnice (10). Rovnica (10) mé potom najviac tol’ko celoCiselnych rieseni, kol’ko je
roznych delitelov ¢isla m. Takychto rieseni je teda bud’ kone¢ny pocet alebo nema rieSenie
ziadne.

Priklad: Mame néjst’ vietky pravouholniky ( obdiZniky alebo $tvorce ), ktorych strany maju
velkost’ v celych centimetroch a ktorych obsah ( v cm? ) je rovny obvodu (v ecm ).

RieSenie: Ak X, y znaCia rozmery hl'adaného pravouholnika, je xy jeho obsah a 2(x +y) je
. jeho obvod. Uloha vedie k rovnici

Xy =2(x +y)

ktori mézeme upravit’ na tvar xy — 2X —2y =0 alebo (x - 2)(y—2) =4 ;
Ak sur, s zdruzené delitele ¢isla 4, musia byt’ pre Cisla x,y

X—=2=r; y—-2=s;
potom dostaneme X =r+2; y=s+2;

Vsetky rieSenia danej rovnice moézeme zostavit’ do tabulky:

r 1 2 4 1 2 By
s 4 2 1 By 2 1
X 3 4 6 1 0 2
y 6 4 3 2 0 1

Danej ulohe potom vyhovuju len tie rieSenia, ktoré su kladné. Existuju prave dva
pravouholniky, ktoré maji pozadovanu vlastnost’. Obdlznik o rozmeroch 3 cm a6 cm
I Stvorec o strane dlhej 4 cm.

Priklad: Cena tovaru bola zvysena o p percent. O kol’ko percent je treba cenu tovaru zase
znizit, aby klesla na povodnu cenu? Ako je potrebné volit’ celé Cislo p, aby vysledkom bolo
zase celé ¢islo?

Riesenie: Jej povodna cena X Sk jej zvySena cena je X( 1+ —) =y Sk
100
q p q
Ak zniZime tato cenu o q percent, dostaneme y(1-—)=x(1+—)(1-—)Sk
100 100 100

Této dvakrat zmenena cena ma byt rovna povodnej cene, Co znamena, Ze ma byt
P q
X1+ —)(1-—)=x
100 100




Z toho pre Cisla p, q vyplyva rovnica
(100 + p)(100 — @) = 10 000.
Ak maju byt ¢isla p, g celé, musia byt’ ¢isla 100 — g, 100 + p zdruzenymi delite'mi ¢isla
10 000. Pre naSu ulohu maju vyznam iba kladné ¢isla p, g.
Pre tieto ¢isla musi byt 100 + p > 100 — q > 0. Obmedzime sa preto len na také zdruzené

delitele &isla 10 000, ktoré tato podmienku spiiiajd.

Vysledok zostavime do tabulky:

100 + | 10000 | 5000 |2500 {2000 [1250 |1000 |625 |500 [400 |250 [200 |125
p

100—-| 1 2 4 5 8 10 16 20 25 40 50 80
q

p 9900 [4900 |2400 {1900 |1150 |900 | 525 |400 | 300 | 150 | 100 | 25

q 99 98 96 95 92 | 90 | 84 80 | 75 60 | 50 20

Prakticky vyznam mozu mat’ oviem iba hodnoty v poslednych dvoch stipcoch tabulky.

Lahko sa taktiez rieSia diofantické rovnice druhého stupiia o dvoch neznamych X, y, ktoré
mozno napisat’ v tvare
ax?+bx+c=my (11)

kde a, b, ¢, m su celé ¢isla, pricom a#0, m=0.

Veta: AK ma rovnica (11) jedno celociselné rieSenie, mé ich nekone¢ne mnoho.

Dokaz: Predpokladajme, Ze (xo, Yo) je rieSenie rovnice (11), to znamena, ze

ax% +bxo+c= Mmyo
Potom pre 'ubovolné celé Cislo t plati

a(Xo + mt)? + b(Xo + mt) + ¢ = ax% + bxo + ¢ + 2amtxo + am?t? + bmt =
= m(yo + 2atxo + amt? + bt).

To viak znamena, Ze (Xo + Mt, Yo + 2atxo + am?? + bt ) je taktieZ celo¢iselné riesenie
rovnice (11). Pretoze t méze nadobudnut’ aktkol'vek ¢iselnt hodnotu, plynie z toho, Ze
rovnica (11) ma nekonecne mnoho rieseni.

Poznamka. Nech pri deleni ¢isla xo ¢islom m vychadza nenulovy podiel q a zbytok r, to
znamena, nech xo=mq +r, kde 0 <r< | m | . Ak je xo prva zlozka niektorého rieSenia
rovnice (11), je r = Xo — mg podl'a dokazu vety taktiez prva zlozka niektorého riesenia




rovnice (11), pricom 0 <r < | m | .
Inymi slovami: ku kazdému rieSeniu (Xo, Yo) rovnice (11) existuje také rieSenie (r, s) tejto
rovnice, pre ktoré je 0 <r < | m | .

Z toho vyplyva sposob ako najdeme vSetky rieSenia rovnice (11). Dosadzujeme do rovnice
(11) postupne vsetky cisla r, pre ktoré¢ je 0 <r < | m | , a ndjdeme medzi nimi tie, pre ktoré je
'avéa strana rovnice (11) ndsobkom c¢isla m. Takychto pokusov je kone¢ny pocet. Ostatné
rieSenia potom maju prvu zlozku x =r + mt.

Priklad: Najdite vietky rieSenia rovnice x%+5=7y;

RieSenie: Vyskusame vSetky Cisla x, pre ktoré je 0 <x < 7. Zistime, Zeprex =3 apre x =4
je
32+5=7y, 42+5=7y
9+5=7y 16+5=7y
14=7y 21=17y
14=7.2 21=7.3
ale pre ostatné x nedostaneme nasobky siedmimi. VSetky rieSenia potom maji prva zlozku
tvaru 3 + 7t, popr. 4 + 7t. Dosadime do danej rovnice x =3 + 7t, vyjde y = 2 + 6t +7t% ;
Ak dosadime za x =4 + 7t, vyjde y = 3 + 8t + 7t2.
Napriek tomu rovnica
X2+4=Ty
nema rieSenie, lebo Ziadne x, pre ktoré je 0 < X <7, po dosadeni do l'avej strany nedava
nasobok siedmimi.

Priklad: Ak mame najst’ vietky celo¢iselné rieSenia rovnice 5x? — 3x + 10 = 12y ;

Je potrebné vyskusat’ vSetky x, pre ktoré je 0 < x < 12. Toto Setrenie najefektivnejsie
predvedieme v nasledujucej tabul’ke.

X 0112 |3 ]41|5 |6 |7 |8 |9 |10 |11
X2 0 |1 ]4 |9 |16|25 |36 |49 |64 |81 100|121
5X? 0 |5 [20|45|80|125]180|245|320|405|500 605
3X 0 |3 |6 |9 |12]15 |18 |21 |24 |27 |30 |33
5x% — 3X 0 |2 [14|36|68|110|162|224|296|378|470|572
5x?—3x +10[10[12[24|46|78|120|172|234|306 | 388 | 480 | 582

Z &isel v poslednom riedku st ndsobky 12 — tich tieto ¢isla 12, 24, 120, 480 a v poradi
zodpovedaju tymto hodnotam pre x : 1,2, 5, 10. Prex =1+ 12tjey =1+ 7t + 60 > ;
Prex=2+12tjey=2+17t+ 60t ; prex=5+ 12t jey = 10 + 47t + 60t°.

Z diofantckych rovnic druhého stupiia o dvoch neznamych X, y si eSte v§Simnime rovnice

Xe—dy?=1;

kde d je kladné celé ¢islo. Tato rovnica z pravidla nazyvana Pellova.



Ak ma Pellova rovnica rieSenie (Xo, Yo), je samozrejmé, ze ma taktiez d’alSie rieSenie

(—Xo, Y0), (Xo,—Yo0), (—Xo,~Yo).

Preto sa mo6zeme obmedzit’ na hl'adanie nezdpornych rieSeni Pellovej rovnice.
Ak je &islo d druhou mocninou celého &isla, to znamenad, Ze ak je d = n?, kde n > 0, ma
rovnica tvar
X2-n%y?=1;
alebo
(x+ny)(x-ny)=1;

Tomuto mozno vyhoviet’ kladnymi Cislami iba tak, ze
X+ny=1 ataktiez X-ny=1;
z toho plynie x =1, y =0. Pellova rovnica ma v tomto pripade jediné nezaporné rieSenie
(1,0).

Ak neni ¢islo d druhou mocninou celého ¢isla, da sa dokazat', ze Pellova rovnica na aspon
jedno kladné riesenie.

Veta: Pellova rovnica ma v pripade, Ze ¢islo d neni druhou mocninou celého ¢isla,
.nekone¢ne mnoho kladnych rieSeni.

Dokaz: Nech je (xo, Yo) kladné rieSenie Pellovej rovnice, to znamena, ze pre Cisla je
Xo—dyp=1;
alebo
(Xo+yoNd )(Xo—yoNd ) =1;
Na zaklade binomickej vety dostaneme, ze pre kazdé kladné celé ¢islo K je
(Xo+yoNd ) =x1+yiVd;  (Xo—YyoVd )k =x1—y1Vd;

kde X1, y1 st vhodné kladné celé Cisla. Potom je taktiez

X2 —dy?r = (xa + yaVd )(xa — yivd ) = (o + yovd )< (xo — yoVd ) = (X% — dy?o)* = 1 = 1;
takZe (x1, y1) je d’alSie kladné rieSenie Pellovej rovnice.

Ak sa nam podari uhadnut’ jedno kladné rieSenie (xo, Yo) Pellovej rovnice, dostaneme
nekonecne mnoho d’al$ich kladnych rieSeni (x1, Y1) na zdklade vypoctu

(Xo + yoNd )= x1 + y1Vd ;

kde k je kladné celé ¢islo. Ak ¢isla xo, Yo znacia najmensie kladné celé ¢isla, ktoré vyhovuja
Pellovej rovnici, da sa dokazat’, ze uvedenym postupom dostaneme vsetky jej rieSenia.
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Priklad: Mdme riesit rovnicu x?—2y*=1

Riesenie: Budeme ndhodne hl'adat’ dvojicu najmensich kladnych celych &isel, ktoré
budu tejto rovnici vyhovovat. Rovnicu prepiSeme do iného tvaru

Xe=2y?+1;

a budeme postupne skusat’ kladné celé Cislo y tak dlho, pokial’ nedostaneme druhtt mocninu
celého &isla. Pre y = 1 je 2y? + 1 = 3 ¢o neni druhd mocnina celého &isla. Ale y =2 je

2y? + 1 =9 = 3% Hladané najmensie kladné riesenie je teda Xo= 3, Yo = 2.

Dalsie riesenie potom dostaneme takto:

(B3+2V2)2=9+122+8=17+12V2;
takze (17, 12) je d’alSie kladné rieSenie. Podobne dostaneme

(3+2V2)% = (17 + 12V2)(3 +2v2) =99 + 702 ;
(3 +2/2)* = (99 + 70V2)(93 +22) = 577 + 4082 ; atd’. Teda d’alsie kladné rieSenie je
dvojica ¢isel (99, 70), (577, 408) atd’.

Este sa zmienime o niekol’kych diofantickych rovniciach druhého stupna o troch
nezndmych x, y, z, Na prvom mieste to bude rovnica

X2 +y?=7? (12)

ktora sa nazyva Pythagorova. Obmedzime sa opét’ o hl'adanie jej kladného riesenia.

Geometricky vyznam tohto rieSenia je zndmy: su to vel'kosti stran pravouhlého trojuholnika,
ktoré sa daju vyjadrit’ celymi ¢islami.

Predovsetkym je jasné toto: Ak je (Xo, Yo, Zo) jedno rieSenie Pythagorovej rovnice, je taktiez
kazdé celociselné k trojice ( kxo, kyo, Kzo) ich rieSenim.

MoZeme sa teda obmedzit’ iba ha hl'adanie takych rieSeni, v ktorych x, y, z stt navzajom
nedelitel'né ¢isla. Tieto ¢isla st potom dokonca po dvoch navzdjom nedelitelné. Keby totiz
napriklad ¢isla x, y mali spolo¢ného delitel'a d > 1, to znamena, keby bolo X =dp, y = dq,
potom by muselo byt’ 22 = d?(p? + g?), takze i pre ¢islo zZ by muselo byt z = dr, kde r € C.

Podobne by tomu bolo, keby niektoré iné dve z ¢isel x, y, z mala spolo¢ného delitel’a d > 1.
Z ¢isel x, y, z musi teda byt’ aspon jedno neparne. Nemozu vSak byt neparne vsetky tri
a taktieZ nemoZe byt’ neparne prave jedno.

Keby tomu tak bolo, potom by na jednej strane rovnice (12) bolo neparne a na druhej parne
&islo. Musia byt teda z &isel x, y, z dve neparne a jedno parne. Cisla x, y viak obe neparne
nemdzu byt’, lebo sucet druhych mocnin dvoch neparnych ¢isel nemoze byt druhou mocninou
celého cisla. M6Zeme teda predpokladat’, ze je ¢islo z neparne a z ¢isel x, y jedno parne
a druhé neparne. Oznacenie mdzeme volit’ tak, aby x bolo neparne a y parne. Potom méZeme
rovnicu (12) prepisat’ do tvaru

Y2=(z+x)(z-X) (13)
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Pretoze st Cisla x, z navzajom nedelitel'né, je D (x +z, x — z) = 2.
Rovnicu (13) je teda mozno splnit’ iba tak, ze je

Z+X=2u?
Z—X=2v?
kde u, v st navzajom nedelitel'né ¢isla a u > v. Z toho dostaneme
X=U2-Vv?; zZ=Uu?+V?;
Aby ¢isla x, z boli neparne, musia byt z Cisel u, v jedno neparne a druhé parne.
Potom
Yy = 2uv.
Dokazali sme teda tto vetu:
Veta: VSetky rieSenia Pythagorovej rovnice (12) kladnymi navzajom nedelitePnymi
. Cislami x, y, z dostaneme podPa vzorcov
X=U2-Vv?; y=2uv; z=U?+V?;
kde u, v sti navzajom nedelitel’né ¢isla, z ktorych jedno je neparne a druhé je parne

.apre ktoré jeu>v.

Niekol’ko rieSeni Pythagorovej rovnice pre malé hodnoty u, v je uvedenych v tabulke.

u 2 3 4 4 5 5 6 6 / / / 8 8 8 8
v 1 2 1 3 2 4 1 5 2 4 6 1 3 5 7

X |3 5 15 |7 21 |9 25 |11 |45 |33 |13 |63 |55 |39 |15
y 4 12 | 8 24 |20 |40 |12 |60 |28 |56 |84 |16 |48 |80 | 112
z 5 13 |17 |25 |29 |41 |37 |61 |49 |65 |85 |65 |73 |89 | 113

DalSie kladné rieSenie dostaneme, ak nasobime vSetky zlozky uvedenych rieSeni
Pubovol'nym ¢islom k > 0.

Casto sa vyskytuju Glohy veduce k rovnici
1 1 1
+ =
X y z
ktorta mézeme prepisat’ na tvar

Xy —Xz-yz=0; (14)

Pri rieSeni budeme postupovat’ podobne ako v predchadzajucich pripadoch.
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Ak upravime rovnicu (14) na tvar

X-2)(y-2)=2° (15)
dostaneme vsetky jej kladné rieSenia , ak zapiSeme
X—-z=tu?; y—z=1tv?; (16)
kde t, u, v st kladné celé ¢isla. Z toho vychadza
.22 = t2uv?, z Eoho dostaneme z = tuv ;
Z podmienok (16) potom dostaneme
X=tu(u+v); y=tv(u+v);
Ak sa chceme sustredit’ na rieSenie, ktorych zlozky s navzéjom nedeliteI'né ¢isla, musi byt

.t=1acisla u, v musia byt navzajom nedeliteI'né. Pre malé hodnoty u, v potom dostaneme
tieto rieSenia.

u 1 2 3 3 4 4 5 5 5 5 6 6
v 1 1 1 2 1 3 1 2 3 4 1 2
X 2 6 12 15 20 28 30 35 40 45 | 42 66
y 2 3 4 10 5 21 6 14 24 36 7 55
z 1 2 3 6 4 12 5 10 15 20 6 30

Priklad: Stari Egyptani pocitali va¢sinu so zlomkami, ktorych Citatel’ je 1, a zlomky

s Citatel'om 2 rozkladali na sucet dvoch zlomkov s ¢itatel'om 1 a S rdznymi menovatel'mi.
Na staroegyptskych papyrusoch boli uvedené tabul’ky, podl'a ktorych sa takéto vypocty

pocitali.

ktort méZeme postupne upravovat’ takto:
2Xy—xz2-yz=0;
Axy —2Xz2 - 2yz =0
(2x—2)(2y —2) = 7°

Posledna rovnica ma ten isty tvar ako (15) s tym rozdielom, Ze miesto X, y je 2X, 2y.
Podl’a predchadzajaceho prikladu z toho vyplyva

2x =tu(u+v); 2y=tv(u+v); z=tuv;
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Aby sme dostali rieSenie, ktorého zlozky st navzajom nedelitel'né ¢isla, je treba volit' t =1
a za u, v dosadit’ navzajom nedeliteI'né neparne cisla.
Niektoré rieSenia podava tabulka.

u 1 3 5 5 7 7 7 9 9 9
v 1 1 1 3 1 3 5 1 5 7
X 1 6 15 20 28 35 42 45 63 72
y 1 2 3 12 4 15 30 5 35 56
A 1 3 5 15 7 21 35 9 45 63

Podra tabul’ky je napriklad

2 1 1 2 1 1
= + ’ = + ;
3 6 2 9 45 5
2 1 1
ale taktiez = + atd’.
9 18 6

Priklad: S dvoma kladnymi ¢islami sme previedli tieto operacie.

1.) scitali sme ich

2.) odcitali od vacsieho cisla ¢islo mensie
3.) vynasobili sme ich

4.) vydelili vac¢sie ¢islo mensim

Ked sme vysledky scitali, dostali sme Cislo 243. Najdite dve povodné cisla.
RieSenie: Ak je vécsie Cislo x a mensie y potom
X

(X+y)+(X—y)+xy+¥=243;
y

Obe strany rovnice vynasobime ¢islom y, potom odstrdnime zatvorky a s€itame
.odpovedajuce Cleny.

Dostaneme x(2y +y?+) =243y ale 2y +y*+ 1= (y + 1) preto

243y
X =

12

Aby x bolo celé &islo, musi byt menovatel (y + 1)? jednym z delitel'ov &isla 243 ( pretoze
islay ay+ 1 suvzdy nedelitelné). Vieme, Ze 243 = 3° a teda 243 mdze byt delitelné inymi
druhymi mocninami nez &islami 1, 32 alebo 92. Cislo (y + 1)? sa musi rovnat’ 1, 32,92, Ale y
musi byt kladné ¢islo, preto je bud’ rovné 8 alebo 2.
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Potom X je

243 .8 243 .2
; alebo ;
81 9

Hl'adané ¢&isla st teda bud’ 24 a 8 alebo 54 a 2.

Diofantické rovnice tretieho stupna.

Sucet tretich mocnin troch celych ¢isel sa moze rovnat’ tretej mocnine Stvrtého ¢isla.
Napriklad : 3% + 4% + 5% = 6% | ¢o znadi, Zze kocky jednotlivych ¢&isel sa rovna kocke §tvrtého
Cisla, €o je vidiet na obrazku.

Skusme najst’ d’alSie vzt'ahy rovnakého tvaru: to je ndjdime rieSenie rovnice
X3+y3+ 23 =08
Je lepsie oznacit’ neznamu u symbolom — t. Potom ma rovnica jednoduchsi tvar
X+y3+z3+1¢3
Hradajme postup, ktory ndm umozni najst’ nekone¢ne mnoho rieseni tejto rovnice v oboru
celych ¢isel kladnych i zapornych. Nech a, b, ¢, d aa, B, y,, 6 st Stvorice celych Cisel

spliiujucich nasu rovnicu. K ¢islam prvej Stvorice pri¢itajme nejaky k — nasobok ¢isel druhej
Stvorice. Pokusime sa vybrat’ Cislo K tak aby vysledné ¢isla

a+tka, b+kB, c+ky, d+kd;
opit’ spiiiala nadu rovnicu. Teda vyberieme K tak aby platila rovnost’
(@+ka)®+(b+kB)E+(c+ky)l+(d+kd):=0

po umocneni dostaneme
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3a’ka + 3ak?a? + 3b%kp + 3bk?B2 + 3c?ky + 3ck?y? + 3d?kd + 3dk25? =0
alebo
3k [a%a + b?B + ¢y + d?6 + k(aa® + b2 + cy? + dd?)] =0
Sucin je rovny nule iba vtedy ak aspon jeden s Cinitel'ov sa rovna nule.
Ak dame ¢initel'om hodnotu nula, dostaneme pre k dve hodnoty. Prva hodnota je k = 0, ktora

pre nas nie je zaujimava. Druha hodnotu dostaneme z vztahu

%o + b + c?y + d?d
k=

.a0?2 + bp? + cy? + d&?

Ak pozname dve Stvorice Cisel, ktoré vyhovuju zékladnej rovnici, potom sme schopni najst’
novu Stvoricu. Staci k ¢islam prvej Stvorice pri¢itat’ K — nasobKy druhej Stvorice, kde kK
.vypocitame podla uvedeného vzorca.

Aby sme mohli pouzit’ postup, ktory sme prave uviedli, musime poznat’ dve Stvorice ¢isel
spliiujicich zakladnu rovnicu. Jednu uz mame ( 3, 4, 5, — 6 ). Ako najst’ druha?

Vychodisko zo situdcie je, ze ako druht Stvoricu Cisel pouzijeme ¢islar, —r, S, — S, priCom r,
a s, su F'ubovolné celé &isla, ktoré spiiajt taktiez zakladna rovnicu.

Teda: a=3; b=4; c=5; d=-6;
a=r; B=-r; x=s, =-S5,

Potom k dostaneme jednoduchym vypoctom

—7r—11s 7r+ 11s
k= =
m—g? 7r2—¢?

Cisla a+ka, b +kpB, ¢ + ky, d +kd sa postupne rovnajt

28r2 + 11rs — 352 21r? — 11rs — 4¢?
X = ;Y= ;
7’ —¢? m—g?
35r2 + 7rs + 652 — 42r% — 7rs — 582
z= ©ot= :
m—g? m—g?

Vzhl'adom k tomu, &o sme teraz odvodili , tieto §tyri vyrazy spiiiajii povodnu rovnicu

X+y +22+83=0;
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Pretoze vsetky vyrazy maji rovnaky menovatel’, moZzeme ho vynechat’ teda:

X =28r% + 11rs — 3s?
y =21r2 — 11rs — 4s?
.Z = 35r% + 7rs + 652

t=—42r> - 7rs — 58?

Nasej rovnici vyhovuju 'ubovolné r i s. O tom sa mozete presvedCit’ tak, Ze vyrazy
umocnime na tretiu a s¢itame. Dosadenim réznych ¢isel za hodnoty r, s dostaneme celti radu
rieSeni naSej rovnice. Ak dostaneme ¢isla so spoloénym delitel'om, mézeme nim ¢isla vydelit’.

Napr. prer=—1,as =1 dostaneme pre X, Y, z, t hodnoty 36, 6, 48, — 54 a po vydeleni
¢islom 6 ziskame hodnoty 6, 1, 8, -9 ;
Z toho
63+1%+8%=9°

Uvedieme este d’alSie rovnosti tohto typu.

Pre r=1; s=2; 383+ 733=17°+76°
r=1; s=3; 17% + 55% = 243 + 543
Ir=1; s=5; 43 +110% =673+ 1013
r=1; s=4; 8% +53° + 293 = 503
r=1; s=-1; 7+ 143+ 17° = 20°
r=1; s=-2; 23 +16% =93+ 153
r=2; s=-1;  293+343+443=53

Poznamenajme, ze ak zmenime v pévodnej Stvorici 3, 4, 5, — 6 alebo v jednej z novych
Stvoric poradie jednotlivych ¢isel a pouzijeme ten isty postup, dostaneme novi mnozinu
rieSenia. Napr. 3, 5,4,— 6 znamend, ze a=3, b=5, c=4, d =- 6 a dostaneme pre x, Y, z,
t vyrazy

X = 20r% + 10rs — 3s?
.y = 12r?> — 10rs — 5s2
.z = 161 + 8rs + 65

t= —24r> —8rs — 4s?

Z ¢oho dostaneme pre rozne hodnoty r a S mnozinu novych vzt'ahov.
p y y

Prer=1; s=1; 9% +10%=1%+ 128
r=1; s=3; 23% + 943=63%+ 843
r=1; s=5; 53 + 163%+164°%= 206°
r=1; s=6; 73 +54%+ 57 =703
r=2; s=1; 23% +97% + 86°% = 116°
r=1; s=-3; 3% + 363+ 37° = 46°

atd’.

Takymto spdsobom ziskame nekonecne mnoho rieSeni danej rovnice.



