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Objem a povrch telies

Urcovanie objemov telies je jednym z najCastejSich a najstarsich pouziti geometrie
v praxi. Pomocou objemu telies mézeme napr. urcit’ skladovaciu kapacitu r6znych priestorov
alebo nadob, hmotnost’ predmetov a mnoh¢ d’alsie udaje.
Objem telies ma tieto vlastnosti :
1. Zhodné telesd maju rovnakeé objemy.
2. Ak teleso T1 je podmnozinou telesa To, tak V1< Vo,
3. Ak teleso T je zjednotenim dvoch telies Ty a Tz, ktoré nemajt spolo¢né vnatorné body, tak
objem telesa T je suctom objemov telies T1 a To.
4. Objem kolmeého hranola je sa¢inom obsahu podstavy a vysky, t.j. V = P.v
. Cavalieriho princip :
Ak pre telesd T1 a T2 existuje taka rovina p, ze kazda rovina s fiou rovnobezZna pretina
telesd T1 a T2 v Utvaroch s rovnakym obsahom, tak telesa maju rovnaky objem.
Cavalieriho princip znézorfiuje nasledujici obrazok :

o1

Povrch telesa je defino-

vany ako miera jeho hranice.
/\ Zjednodusene povedané, povrch
telesa je suctom obsahov vset-
kych jeho stien ( resp. pléch,
ktoré teleso ohranicuju ).
R T Y/ { \ Mnohosten je teleso, kto-
rého vSetky steny su mnohouhol-
w niky. Existuje iba 5 druhov pravi-
delnych mnohostenov : Stvor-

sten, Sest'sten — kocka, osemsten, dvanast'sten — vSetky jeho steny su pravidelné patuholniky
a dvadsat’sten.

Rotacné teleso vznikne rotaciou nejakého rovinného utvaru okolo osi rotacie.
Oznacenie :

V — objem telesa P —obsah podstavy v — vyska telesa r,p — polomer podstavy
S — povrch telesa Q — obsah plasta a,b,c —hrany telesa s — strana kuzel’a
s=Vr2+v2

Objem a povrch hranolov

Hranol je teleso, ktoré ma dve rovnobezné steny — zhodné mnohouholniky, ktoré
nazyvame podstavy. Ostatné steny nazyvame boéné steny, spolu tvoria plast’ telesa. Vsetky
bo¢né steny hranola su §tvoruholniky. Vietky boéné steny kolmého hranola sa obdizniky.
Prieniky susednych stien telesa sa nazyvaju hrany. Hrany telies delime na podstavné hrany —
su stranami podstav — a bo¢né hrany. Pravidelny hranol je kolmy hranol, ktorého podstavy
su pravidelné mnohouholniky. Kvader je kolmy hranol, ktorého podstavy st pravouholniky.
RovnobezZnosten je Stvorboky hranol, ktorého protil'ahlé steny st rovnobezné.

Vzorce na vypocet povrchu a objemu hranolov :

povrch objem
kocka S=a’ V=a’
kvader S=2(abtbc+ac) |V=ab.c
hranol S=2P+Q V=PV
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Ulohy :

1. Diilga telesovej uhloprieky kocky je 3V6 cm. Vypo¢itajte
a) dlzku hrany kocky b) objem kocky c) povrch kocky.

2. O kol’ko percent sa zvacsi a) objem ’
b) povrch kocky, ak hranu kocky predlzime o 15 % ?

3. Objem kvadra so §tvorcovou podstavou je 64 cm?. Odchylka telesovej uhlopriecky od
roviny podstavy je 45°. Vypocitajte objem a povrch kvadra.

4. Dizky hran kvéadra st v pomere a:b:c = 2:3:4, ich stdet je 13,5 m. Vypo¢itajte objem
a povrch kvadra.

5. Vypocitajte objem a povrch pravidelného Sestbokého ( osembokého ) hranolu, ak dizka
podstavnej hrany je a =4 cm a vyska telesa v =6 cm.

6. VV bazéne tvaru kvadra je 150 m3 vody. Uréte rozmery dna, ak jeden rozmer je o 4 m VAGsi
ako druhy a hlbka vody je 250 cm.

7. Kvetina¢ ma tvar kvadra s rozmermi 60 cm X 40 cm x 30 cm, hrabka steny je 3,5 cm.
Vypoéitajte jeho hmotnost, ak hustota materialu z ktorého je vyrobeny, je 2 g.cm>,

8. Na postavenie 80 m dlhého nasypu, ktorého prierezom je rovnoramenny lichobeznik so
zakladiiami Sm a 7m a ramenami dlzky 2,6 m, treba doviest’ zeminu. Kol'ko jazd musi
urobit’ nakladné auto, ak odvezie 12 m® zeminy ?

9. Ako vypocitame objem kvadra, ak pozname obsah vSetkych jeho stien, ale nepozndme
dlzky hran ?

10*. Vytvorte papierové modely pravidelného dvanast’stenu a dvadsat’stenu.

Objem a povrch ihlanu a zrezaného ihlanu

Ihlan je teleso, ktoré mé len jednu podstavu — mnohouholnik — a hlavny vrchol, ktory
neleZi v rovine podstavy. Zrezany ihlan je prienik ihlana s polpriestorom, ktorého hrani¢na
rovina je rovnhobezna s podstavou ihlana. Zrezany ihlan ma dve podstavy, bo¢né steny s
lichobezniky. Vzdialenost’ podstav, resp. podstavy a hlavného vrcholu, je vyska telesa.
Hranoly a ihlany patria medzi mnohosteny.

Vzorce na vypocet povrchu a objemu ihlanov :

povrch objem

ihlan S=P+Q V=PV

zrezany ihlan [S=P1+P2+Q |V ="Yv.(P1+\P1\P2 +Pp)

Ulohy :

1. Pravidelny Stvorboky ihlan mé podstavnu hranu a = 6 cm a vysSku v = 4 cm. Vypocitajte
a) objem a povrch telesa
b) uhol bo¢nej steny a roviny podstavy
¢) dizku boénej hrany ihlanu.

2. Kocka ABCDEFGH ma hranu a = 6 cm. Vypocitajte objem a povrch ihlanu ABCDH.
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3*. Vytvorte papierovy model kocky zlozeny z troch zhodnych Stvorbokych ihlanov.

4. Vypocitajte objem a povrch pravidelného stvorbokého ( Sestbokého ) ihlanu s podstavnou
hranou a = 6 cm, ak uhol boénej hrany a roviny podstavy je 60° ( 45° alebo 30°).

5. Vypogitajte objem a povrch pravidelného estbokého ihlanu, ak poznate dizku podstavne;
hrany a = 3 m a bo¢nej hrany b =6 m.

6. Odvod’te vzorce pre objem a povrch pravidelného Stvorbokého ihlanu, ak poznate
a) uhol bo¢nej steny ¢ s rovinou podstavy a vel'kost’ podstavnej hrany a
b) uhol bo¢nej hrany ¢ s rovinou podstavy a vel’kost’ podstavnej hrany a
c) uhol bo¢nej steny ¢ s rovinou podstavy a velkost’ bo¢nej hrany b.

7*. Predchéadzajucu ulohu rieste pre pravidelny Sest’boky ihlan.

8*. Odvod'te vzorce pre objem a povrch
a) pravidelného $tvorstenu  b) pravidelného osemstenu s podstavnou hranou a.

9. Kvader ABCDEFGH mé hranya=3cm,b=4cmac=5cm.
Vypocitajte objem a povrch trojbokého ihlanu ACDE. /,/’ v
10. Na obr. je papierovy Stvorec so stranou a = 12 cm. Ak papier 'j:’ //
prehnete pozdlZ ¢iarkovanych €iar, vytvorite model ihlanu. s
Vypotitajte jeho povrch a objem.

11. Pravidelny zrezany Stvorboky ihlan ma podstavné hrany a1 =6 cm a az; =4 cm.
Vypocitajte jeho objem a povrch, ak poznéte
a) vysku zrezaného ihlanu v =3 cm
b) uhol bo¢nej steny ¢ = 60° s rovinou podstavy
) uhol boénej hrany ¢ = 60° s rovinou podstavy.

12. Hore otvorena plechova nadrZ ma tvar pravidelného zrezaného Stvorbokého ihlanu, ktory
stoji na menSej podstave. Podstavné hrany s a1 =1 maaz=2,2 m, vyska je v=0,8 m.
Vypocitajte objem nadrze a hmotnost’ prazdnej nadrze, ak je vyrobena z plechu, ktorého
1 m? m4 hmotnost’ 13 kg.

13*. Vyska v pravidelného $tvorbokého ihlanu je zhodna s dizkou jeho podstavnej hrany a
(napr. 1 m ). Ako vysoko nad rovinou podstavy musime rozrezat’ ihlan rovnobeZzne
s rovinou podstavy, aby obe telesa mali a) rovnaky objem
b) rovnaky obsah plasta.

14. Pravidelny zrezany Sestboky ihlan ma podstavné hrany a; = 12 m a a2 = 4 m. Jeho objem
je 26 m®. Vypogitajte vysku zrezaného ihlanu.

15. Vzorce na vypocet objemov ( ale aj povrchov ) mnohych telies poznali uz aj staroveki
Egyptania. Poznali aj vzorec na vypocet objemu pravidelného Stvorbokého ihlanu ?
Svoju odpoved’ odovodnite.

16*. Odvod’te vzorec na vypocet objemu zrezaného pravidelného stvorbokého ihlanu, ktory
ma podstavné hrany dlhé a, b (a>b) a vySku v. Pomdcka : pouzite podobnost’
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Objem a povrch valca, kuzela a rotaéného kuzefa

Valec je rotaéné teleso, ktoré vznikne rotaciou obdiznika okolo jednej jeho strany.
KuzZel’ vznikne rotaciou pravouhlého trojuholnika okolo jednej jeho odvesny. Usedka, ktora
spaja vrchol kuzel'a s obvodom podstavy, sa nazyva strana kuzZela. Rotaciou pravouhlého
lichobeznika okolo kratSieho ramena vznikne zrezany kuZzel’.

Vzorce na vypocet povrchu a objemu rota¢nych telies :

plast’ povrch objem
valec Q =2nrv S=2nr(r+v) V =nrlv
kuZzel Q=mrs S=nr(r+s) V = Ysmrtv
zrezany kuzel  |Q=n(ri+r2)s [S=P1+P2+Q V = Ysv.(ri? + rur + r2%)

Vzorce na vypocet objemu a obsahu plasta rotacnych telies sa daji odvodit’ pomocou
tzv. integralneho poctu ( semindr z matematiky pre 4. ro¢nik )

Ulohy :

1. Kol’ko valcovych sudov s priemerom 0,8 m a vyskou 1,5 m treba na vyprazdnenie cisterny
tvaru valca s priemerom 1,6 m a dlzkou 4,5 m ?

2. Mame dva valce z rovnakého materidlu. Vyska prvého je dvakrat vacsia ako vyska
druhého, ale priemer len polovi¢ny. Aky je pomer ich hmotnosti ?

3. Urcte rozmery valcovej nadoby s objemom 5 litrov, ak jej vySka je polovicou polomeru
podstavy. Vypocitajte aj obsah plasta.

4. Osovym rezom valca je obdiZnik s uhloprie¢kou dlhou 20 cm. Vy3ka valca je dvakrat
vicsia ako priemer podstavy. Vypocitajte objem a povrch valca.

5. Teleso na obrazku vzniklo odrezanim casti valca. Najvyssi bod lezi

cvwr

podstavy. Priemer podstavy je 10 cm. Vypocitajte objem telesa.

6. Vypocitajte objem a povrch rotacného kuzel'a, ktory vznikol rotaciou
rovnostranného trojuholnika so stranou a = 6 dm okolo osi jedného jeho uhla.

7. Vypocitajte objem a povrch rotacného kuzel'a s vyskou 100 cm, ak odchylka jeho strany od
roviny podstavy je ¢ = 30°.

8*. Zistite pomer objemov ( pomer obsahov plastov ) rotaénych kuzelov, ktoré vzniknu
rotaciou pravouhlého trojuholnika okolo jeho odvesien, ak odvesny maju rozne dlzky.

9. Vypocitajte objem a povrch rotacného kuzel’a, ktorého plast
a) je polkruh s polomeromr =6 cm
b) je kruhovy vysek s polomerom r = 30 cm a stredovym uhlom o = 120°
¢) ma dvakrat vacsi obsah ako podstava, pricom vyska kuzel'a je v =12 cm.

10. Aky hlboky je pohér tvaru rovnostranného kuzel'a s objemom 3 dl ?

11. Vypocitajte objem, obsah plasta a povrch zrezaného rotacného kuzel’a, ak poznate
a) polomery podstav a; = 60 cm, a2 =20 cm a vysku telesa v =96 cm
b) polomery podstav ai = 30 cm, a2 = 15 cm a diZku strany s = 25 cm
¢) polomery vécsej podstavy a1 = 2,7 m, vySku v=2,4 m a stranu s = 2,5 m.
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12.
13.

Zistite objem kuzel'ov, z ktorych boli odrezané zrezané kuzele z predchadzajticej ulohy.

Vypocitajte objem, obsah plasta a povrch zrezaného rotaéného kuzel’a, ktorého dolna je
opisana podstave kocka a horna podstava je vpisana do podstavy kocky s hranou a.

14. Zhora otvorena nadrz ma tvar zrezaného rota¢ného kuzela, ktory stoji na mensej podstave.

15.

16

Objem nadrze je 465 m®, polomery podstav su 4 m a 3 m. Vypoditajte hibku nadrze.

Povrch zrezaného rotaéného kuzel'a je S = 7697 m?, priemery podstav si 56 m a 42 m.
Vypocitajte vysku telesa.

*. Kuzel rozrezeme rovinou rovnobeznou s jeho podstavou na dve telesa s rovnakym
objemom. Aky bude pomer stran tychto telies ?

Gula a jej €asti

Rotéciou kruhu okolo priemeru vznikne gul’a. Gulovy odsek je prienik gule s pol-

priestorom, ktorého hrani¢na rovina obsahuje kruhovy rez gule. Zakrivena cast’ povrchu
gulového odseku ( plast’ ) sa nazyva gulovy vrchlik.

Vzorce na vypocet povrchu a objemu gule a jej casti :

plast’ povrch objem
gula S = 4nr? V = 4nr®
3
gulovy odsek |Q =2nr.v V =nv(3p? +Vv?)
6
kde r je polomer gule, z ktorej odsek vznikol
a p je polomer podstavy gulového odseku

ul
1.

ohy :

Zelezna gula ma hmotnost’ 100 kg. Vypoéitajte jej objem, polomer a povrch, ak hustota
zelezaje p=7,6g.cm?3,

. Duta gula ma objem 3432 cm®, hrubka steny je 3 cm. Vypoéitajte vniitorny polomer gule.

. Jedna gul’a je vpisana do kocky s hranou a, druhé je kocke opisana. Vypocitajte pomer

objemov ( povrchov ) gal’.

. Odvod'te vzorec na vypocet a) objemu gule, ak poznadme povrch gule

b) povrch gule, ak pozndme objem gule

. Zlaty kalich m4 tvar polgule s priemerom r = 12 cm. Jeho stopku tvori duty kuzel’ vysoky

8 cm s priemerom podstavy 6 cm. Vypocitajte
a) objem kalicha ( bez stopky )
b) kol’ko dm? zlatého plechu treba na vytvorenie kalicha ( minimalne mnoZstvo )

6. Pre dané gulové odseky dopliite tabulku :
polomer podstavy | vyska odseku | polomer gule, z ktorej odsek vznikol
p=5cm v=1cm r="7?
p=4m v="? r=55m
p="7? v=18cm r=25cm
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Pre kazdy gulovy odsek vypocitajte objem, obsah podstavy aj gulového vrchliku.
7. Vypoéitajte povrch gulového odseku vysokého 3 cm, ak jeho objem je 141,4 cm?®.

8. Vypocitajte objem gulového odseku, ak poznate
a) polomer podstavy odseku p = 10 cm
a stredovy uhol oo = 120°
b) polomer gule, z ktorej odsek vznikol r =12 m
a stredovy uhol o = 90°.

9. Plynojem tvori valec vysoky 16 m s priemerom 28 m, ktory
je hore uzavrety gulovym vrchlikom. Stred gul'ovej plochy
je 4 m nad hornym okrajom valca. Vypocitajte objem plynojemu.

10*. Vypocitajte, kol'ko percent povrchu Zeme tvoria
a) polarne pasma b) mierne pasma c) tropické pasmo
Hranice péasiem tvoria rovnobezky 66°33° ( polarne kruhy ) a 23°27¢ ( obratniky ).
Zem povazujte za gul'u s polomerom r = 6370 km.

11. Akt velka €ast’ zemského povrchu vidi kozmonaut z kozmickej lode vo vyske
h =350 km nad Zemou ?

12*. Nadoba tvaru polgule je do polovice svojho objemu naplnena vodou. Aka je hibka vody
v nddobe ? Vyjadrite ako ndsobok polomeru nadoby.

13*. V programovacom jazyku PASCAL napiste program, ktory umozni uzivatel'ovi vybrat’ si
z menu niektoré rotacné teleso ( valec, gul’a alebo kuzel’ ), a po zadani rozmerov telesa
vypocita objem a povrch telesa. V programe musi byt’ pouzity prikaz case.
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; Program JHmatika ( freeware ) — matematické vypocty z roznych
VO his oblasti — program v ¢eskom jazyku mozete stiahnut’ napr. zo stranky
www.stahuj.cz

Pouzita literatira :

Bozek Milos : Matematika pre 2. ro¢nik gymnazia — Zaklady geometrie v priestore
Smida Jozef — Bozek Milan — Odvarko Oldfich : Zbierka Gloh z matematiky pre 2. roénik
gymnazia



