Postupnosti
Historia

Uz od dévna sa l'udia snazili réznymi formami usporiadat’ Cisla a neskorsie i inych
matematickych objektov ako telesa, obrazce a pod. Robili tak z dovodu praktickej potreby
i Z dovodov rekrea¢nych.

Najstarsie zachovalej poctovnici Ahmesovej z XVIII stor. pred n. 1. nachddzame tlohy,
ktoré svedcia o urcitych vedomostiach z aritmetickej postupnosti a pocitanie s nimi. TaktieZ
I klinové zapisy na hlinenych babylonskych dosti¢kach sved¢ia o tom, Ze Babylon¢ania mali
urcité vedomosti o postupnostiach uz v dobe druhého tisicrocia pred nasim letopoctom. Vel'ky
prinos v rozvoji nauky o postupnostiach zaznamenali prace gréckych matematikov. Ich
prinosom bol vznik a rozvoj pojmu nekonecnej postupnosti a limity suctov ¢lenov tejto
postupnosti. 1

Trojuholnikovym ¢islom bolo nazyvané ¢islo tvaru —— (n+ 1) kde n=1,23...
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Cislo trojuholnikové je sa¢tom n radov a bodov usporiadanych do trojuholnika. Zvlastnym
pripadom trojuholnikovych ¢isel bolo ¢islo 10 ( pre n = 4). Pytagorejci ho nazyvali tetraktys.
Vedeli scitat’ postupnost’ prirodzenych ¢isel, parnych i neparnych. Archimedes poznal stcet
Stvorcov prvych n prirodzenych ¢isel. Sucet clenov geometrickej postupnosti bol znami
i Euklidovi. Postupnost'ou obvodu n — uholnikov kruznice opisanych a vpisanych pouzil
Archimedes pri obvode kruhu.

Délezity jednotiaci pohl'ad na postupnosti zaviedol svojimi pracami Brook Taylor (1685 —
1731) zijuci v Londyne a Colin Moc Laurin (1698 — 1746) v Edinburgu. Uskutoc¢nili obecny
rozvoj funkcii v sucet ¢lenov postupnosti, ktoré za urcitych podmienok boli konvergentné.
Vedecky podlozent podobu dostala nauka o postupnostiach zaciatkom 19. storocia pracami
¢eského matematika Bernarda Bolzana a francuzskeho matematika Louis Augustina
Cauchyho. Stala sa neodmyslite'nou sucast'ou a nastrojom pri Stadiu funkcii, analyze
a v inych oboroch matematiky.

Pojem postupnosti

Postupnost’ou nazyvame kazdu funkciu, ktorej obor definicie je mnozina vSetkych
prirodzenych ¢isel. Hodnoty tejto funkcie nazyvame ¢lenmi postupnosti, a to hodnotu v ¢isle
1 nazyvame prvym ¢lenom , hodnotu v ¢isle 2 nazyvame druhym ¢lenom, hodnotu v ¢isle 3
tretim ¢lenom, atd’. Ak ¢leny postupnosti su ¢isla, hovorime o ¢iselnej postupnosti, ak ¢leny
postupnosti st funkcie , hovorime o postupnosti funkcii, a pod. Pre ¢iselnt postupnost’
pouzivame iba pomenovanie postupnost’. Preto pod postupnost’ou budeme rozumiet’ ¢iselnu
postupnost’.

Definicia. Ak priradime kazdému prirodzenému c¢islu n podl'a nejakého pravidla urcité
Cislo, ktoré oznacime napriklad an , dostaneme ¢iseln postupnost’, ktorti ozna¢ujeme obecne

ai, az, as, ... an, @
Cislo an nazveme n— tym ¢lenom postupnosti (1). Cleny postupnosti nemusia byt

navzajom rdzne, to znamena, ze M an su prirodzené Cisla priCom m # n ale mdze byt aj
m =n. V pripade, Ze m # n, hovorime postupnosti (1), Ze je jednoducha ale postupnost’



1,1,2,2,3,3...

.uz jednoducha nie je.
Poznamka. Postupnost’ (1) mozeme oznacit’ znakom {an}*n=1 alebo iba {an}. Prirodzené
¢islo n sa nazyva index ¢lena an. Index an oznacuje, na ktorom mieste sa v danej postupnosti
¢len an nachadza.

Vsimnite si niektoré jednoduché postupnosti.

Postupnost’ prirodzenych cisel 1,2,3/4.....
Postupnost’ parnych kladnych cisel 2,4,6,8.....
Postupnost’ stvorcov prirodzenych Cisel 1,4,9,16....

Ak mame zapisat’ postupnost’ zlomkov, ktorych ¢len a1 sa rovna jednej polovine a potom
menovatel nasledujiceho zlomku je o jednu jednotku vacsi.

1 1 1
, , R 2
2 3 4
1 1 1
Prvy¢len ai=—-, a2=—, as=— atd.
2 3 4

Priklad 1. Mame napisat’ niekol’ko ¢lenov postupnosti danej symbolom {a2}*n=1.
Riesenie. Prvé ¢leny danej postupnosti su 12, 22 32 ...
Postupnost’ ¢isel je spravidla urcena.
a). vzorcom pre n —ty ¢len postupnosti napr. {n (n+ 1)} alebo an=n(n+1).
Pomocou, ktorého ur¢ime jednotlivé ¢leny postupnosti postupnym dosadzanim
prirodzenych ¢isel n=1, 2, 3, ... do daného vzorca a vy¢islenim vyrazu.
b). prvym ¢lenom postupnosti, ktory nazyvame aj rekurentny vzorec napr.
ar=2; antt=an—1

Pomocou, ktorého vypocitame vzdy nasledujuci ¢len postupnosti (an+1) Z predchadzajiceho
znameho Clena postupnosti.

Riesenie postupnosti si ukdZzeme na nasledujucich prikladoch.

a). Postup urcenia prvych ¢lenov postupnosti an = n(n+1).
Ak dosadime do vzorca postupne prirodzené ¢islan = 1,2,3... vypocitame

Pre n=1;, a=1(1+1)=2.
--n=2; a=2(2+1)=6.
-[-n=3; a3=3(3+1)=12. atd.



Prvé €leny postupnosti {n(n+1)} su cisla 2,6,12...

b). Postup uréenia prvych ¢lenov postupnosti a1 =2; an+1=a-— 1.
Prvym ¢lenom postupnosti a; = 2;
Ak dosadzujeme do rekurentného vzorca postupne prirodzené ¢islan = 1,2,3... a zndme

Cleny a1, a2, as ... vypocitame, ze

Pre n=1, amm=a=a—-1=2-1=1.

-I- n=2;, aum=a=a-1=1-1=0.
-I- n=3, awa=au=az-1=0-1

Prvé Cleny postupnosti su ¢isla 2, 1, 0, —1.
c¢). Ak je dana postupnost’ rekurentnym vzorcom ai =1; an+1 = an+3 dosadenim podl'a
vety, ktora hovori. Postupnosti vyjadrené rekurentnym vzorcom mézeme v jednoduchsich
pripadoch vyjadrit’ vzorcom pre n — ty ¢len postupnosti, tak, ze
1). Dosadime do rekurentného vzorca za n prirodzené ¢isla 1,2,3... r—2, r—1, ¢im ziskame

rekurentny vzorec pre jednotlivé cleny postupnosti az, as .... ar-1, ar z ktorych vylacime
vSetky ¢leny okrem clena ar.

2). Pomocou rekurentného vzorca napiSeme niekol’ko prvych ¢lenov postupnosti a potom
vzorce pre n — ty ¢len odvodime skusmo.

Pre nn=1;, a=a+3

- n =2 az=ax+3

-[-n=r-2 ar1=ar2+3

-/-n=r-1 a =a 1+3

Ak scitame l'avé a pravé strany vSetkych ( r— 1) rovnosti dostaneme
Ltat.a1ta=3(r-1D)+artat..a-2t+ar-,

Po zruseni oznacenych ¢lenov plati

a=3(r-1+a
Po dosadeni do daného ¢lena a; =1, rovnost’

a=3(r—-1)+1=3r-3+1=3r-2,
Teda sme odvodili , ak piSeme n miesto r hl'adany vzorec pre n —ty ¢len an = 3n 2.
Postupnost’ {an} pre vSetky indexy n plati:
an<an+1; alebo an+1—an >0; sanazyvarastica

.an>an+1; alebo an+1—an<0; sanazyva klesajica
an<an+1; alebo an+1—an>0; sanazyva neklesajuca



.An>an+1; alebo an+1—a<0; sanazyva nerastiica
An=an+1; alebo an+1—an=0; nie je ani rastica ani klesajlca

Uvedené postupnosti sa nazyvaju sithrnnym nazvom ako monotéonne postupnosti.
Postupnosti , ktorych ¢leny maju striedavé znamienka sa nazyvaju alternujice postupnosti.
Pre rastticu postupnost’ plati: Ak rastie index n, rastii i ¢leny postupnosti an .

Pre klesajtcu postupnost’ plati: Ak rastie index n, cleny postupnosti an klesaju.

Treba si uvedomit’, Ze uvedené nerovnosti musia platit’ pre 'ubovol'né n. Postupnost’ 1,2,3...
nie je postupnost’ rastlca 1 ked’ plati as < a4; a4 <as, lebo medzi prvym a druhym ¢lenom
plati rovnost’” a1 = a2 takze ne je splnena podmienka pre rasticu postupnost’ an < an+1.
Uvedena postupnost’ je teda neklesajuca, lebo pre vSetky Cisla n potom plati an < an+1.

Sledujte postup, ktorym urcujeme, ¢i je dana postupnost’ {an} postupnost’'ou rasticou,
klesajicou, nerasticou alebo neklesajucou.

a). Postupnost’ an =n(2 —n) je klesajuca, lebo ak an =n(2 —n) potom
an+1=(n+1)[2-(n+1)].
( ak dosadime za n=n+ 1) azjednodusime rozdiel, potom dostaneme
an+1—an=(MN+1)[2-(n+21)]-n2-n)
An+1—an=1-2n
.a pretoze pre kazdé prirodzené ¢islo n plati , tak potom
1-2n<0; alebo an+1—an <0;
Teda dana postupnost’ an = n(2 — n) je postupnost’ klesajtica.

b). Postupnost’ { 2n + (- 1)" } je neklesajtca, lebo ak an = 2n +(— 1)", potom
adn+1 = 2(”— 1) + (— 1)n+1

(ak dosadime zan=n+ 1) a zjednodusime podiel tak dostaneme

Ansi—an =2+ 1+ ()" —[2n— (- 1)

an+1—an=2[1-(-1"];

Pretoze pre kazdé prirodzené Cislo n (ak je neparne sa vyraz rovna Cislu 4, pre parne ¢islo
sa rovna nule) plati.
2[1-(-1)"1>0; alebo an+1—an>0;

.teda dana postupnost’ je neklesajuca.

Grafické rieSenie postupnosti

Kazdu postupnost mézeme znazornit’ graficky v pravouhlej stiradnicovej sustave, pricom na
vodorovntl os zna¢ime prirodzené ¢isla n, na zvisli os hodnoty an. Jednotlivé body mdézeme
pre nadzornost spojit’ useckami.

Priklad 2. V postupnosti {n}, ¢ize v postupnosti prirodzenych ¢isel 1,2,3,4.... je kazdému
.prirodzenému ¢islu n priradené to isté ¢islo N, takze pre kazdé n je an = n.
Postupnost’ 1,2,3,4.. znazornime graficky. Clen an znazornime bodom An =

[n,an]. Body A1, Az, Az, As ... st grafom postupnosti {n}. Pre nazornost’ spojime body A1 az
Ay GseCkami. VSetky body grafu postupnosti {n} leZia na polpriamke, ktorej zaciatok je bod
A1



Je potrebné si uvedomit’, ze postupnost’ ¢isel sa zobrazuje iba ako suhrn jednotlivych bodov.
Grafické zobrazovanie nemoZzno zrovnavat’ z grafickym zobrazenim funkcie. Medzi
jednotlivymi ¢islami n a an + 1 nie je postupnost’ definovana. Meritko na osach n a an volime
podl’a potreby, teda nemusia mat’ rovnakd mierku.

Aritmeticka postupnost’

Postupnost’ {an} pre ktoré jej ¢leny plati rekurentny vzorec

an+1=an+d

kde ¢islo d je konstantny rozdiel kazdych dvoch susednych ¢lenov postupnosti sa nazyva
postupnost’ aritmeticka. Cislo d sa nazyva diferencia aritmetickej postupnosti
Postupnost’ ¢isel — 5, 0, 5, 10.... je postupnost’ aritmeticka, lebo I'ubovol'ny ¢len postupnosti
je vzdy o 5 vacsi ako ¢len predchadzajuci. Diferencia tejto aritmetickej postupnosti je d = 5.
Diferenciu d = 2 aritmetickej postupnosti 1,3,5,7,9... vypoc€itame z 'ubovol'ného rozdielu
An+1—an; napr. 9-7=2; 5-3=2; atd.
Diferenciu aritmetickej postupnosti an =2, -1 je

d=an+1—an=[2(n+1)-1]-[2n— 1]=2n+1-1-2n+1=1;

Aritmeticka postupnost’ {an} je

a). rastuca ak d>0; 2,58,11.... d=3>0;
b). klesajuca ak d<0; 3,-1,-5.. =—4<0;
c¢). ani neklesa ani nerastie ak d=0; 22.2.... d=0;

Ak pozname prvy ¢len a1 a diferenciu aritmetickej postupnosti d, plati pre vypocet n — tého
¢lena postupnosti vztah

an=ai+(n-1)d;

Akjear=2; d=-1, potom po dosadeni vypocCitame napr. as =2+ (5-1).—-1=-2;
a=2+(8-1).-1=-5.
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Pre l'ubovolné dva ¢leny aritmetickej postupnosti ar, as plati

as=art(s—-nd;

Kde s, r, su indexy ¢lenov aritmetickej postupnosti.

Sledujte postup rieSenia uréenia ¢lena as a d, ak je dané as=4; ai2=-2;
Dosadenim danych hodnét do vzorca dostaneme 4 =—2 + (9 —12)d z ¢oho d=-2;
Clen as vypocitame po dosadeni d =—2 anapr. ag =4

a=4+(5-9).-2=12;
RiesSené priklady
a). Ak ais=9 ad=0,5 potom ¢len as vypocitame dosadenim
a=as+(4-15d=9+(4-15).05=35;
b). Ak a3=5 aai1=21 potom diferenciu d vypoc¢itame dosadenim

5=21+(3-11)d teda vypocet diferencie je
8d= 16
d=2;

c). Ak je ais =35, as =20, ur¢ime ¢lena as tak, ze vypocitame diferenciu d podl'a prikladu
b). a ¢lena ai4 podl'a prikladu a). alebo
35=20+(14-8)d vypocet d=2,5
as=35+(4-14).25=10; alebo
as=20+(4-8).25=10.

Sucet prvych ¢lenov n aritmetickej postupnosti {an} vypocitame zo vzorca
1

Sn=—n (a1 + an).
2

Sledujte postup rieSenia.
Ak mame scitat’ pat’ prvych ¢lenov postupnosti {2n — 1} vypocitame

a=2.1-1=1; a=2.5-1=9; ar=2.7-1=13.
A po dosadeni do vzorca

1
Ss=—.5(1+9)=25
2
Sucet prvych piatich ¢lenov postupnosti {2n — 1} je 25,

.an-1+an+1
Pre aritmeticku postupnost’ plati an=

2



Teda kazdy Clen aritmetickej postupnosti {an} ('S vynimkou prvého ¢lena) sa rovna
aritmetickému priemeru c¢lenov predchadzajuceho an—1 a nasledujiceho an—1.

Plati to 1 v opatnom smere. Ak sa kazdy ¢len postupnosti {an } rovna aritmetickému
priemeru ¢lenov susediacich, je tdto postupnost’ postupnost’ou aritmetickou.
Vsimnite si aritmetickej postupnosti 2, 5, 8, 11, 14.... Clen az =5 je aritmetickym
priemerom susediacich ¢lenov a1 =2; as =8 alebo

a1+ az 2+8
Ay = = =5
2 2

Postupnost’ geometricka
Postupnost’ { an } v8etkych ¢lenov, pre ktoré plati rekurentny vzorec

.an+1=an.( (an?501 q#o),

Kde ¢islo q je konstantny podiel kazdych dvoch susediacich ¢lenov postupnosti, sa nazyva
postupnost’ geometricka. Cislo g sa nazyva kvocient geometrickej postupnosti.

Postupnost’ ¢isel 1, 5, 25, 125, 625.... je postupnost’ geometrickd, lebo l'ubovol'ny ¢len
postupnosti je vZdy 5 nasobne vic¢si nez ¢len predchadzajici. Kvocient tejto geometricke;j
postupnosti je g = 5.

Kvocient geometrickej postupnosti —1,-2,-4,-8.... je q=2;

Kvocient geometrickej postupnosti q vypocitame zo vztahu:
.an+1

q=
.an

Kvocient geometrickej postupnosti a, = (-1)"*1.2": je

an+1 (_ 1)n +2 oon+l (_ 1)”. (_ 1)2. on ol

qg-=
an 1+t on 1. DL 2

Mocniny sme upravili na si¢iny mocnin a zlomok kratili.

Geometricka postupnost’ {an } ktorej prvy ¢len a1 >0, je

a). rastuca akplati ze q>1;
b). klesajlca akplati 0<qgq<1;
c). alternujica ak plati g<0;
d). ani rastlca ani klesajuca ak plati qg=1;

Ak pozname prvého Elena a1 a kvocient geometrickej postupnosti g, plati pre vypocet
.n—tého clena postupnosti vzt'ah
an=a1.q"" 1
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Priklad 3. Akje ai=-5, q=2 potom podla vzorca vypocitame

a3=-5.22"1=-5.22=_5.4 =-20;
a=-5.24"1=_5,25=_5.8 =—40;
Obecny vzorec pre vypocet n — tého ¢lena odvodime dosadenim
an=-5.2""1 apotom za n dosddzame poradie ¢lena geometrickej postupnosti .
Pre dva l'ubovol'né ¢leny geometrickej postupnosti ar, as plati
as=ar. " (@ #0, q#);
Kde sar stindexy ¢lenov geometrickej postupnosti.
Ak je az=18, q=-3, potom ¢lena as vypoc¢itame dosadenim do vzorca
512 512
As=ay.q° %=512.23%= = = 64

23 8
Sucet prvych ¢lenov geometrickej postupnosti {an} vypocitame zo vzorca

q'-1 1-q"
.Sn = a1 —a ;7 pre q#l.
q-1 1-q¢

.alebo
.Sn = nai

Sledujte postup riesenia:
Ak jeair =5, q=2, potom sucet prvych siedmych ¢lenov postupnosti je
2'-1 128 -1

S7=5 =5 =5.127 =635,
2-1 1

=—-186;

—6-1 7 7

Pre geometricku postupnost’ plati:

|an|=\/an—l.an+1 ,
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Teda absolutna hodnota kazdého ¢lena geometrickej postupnosti an ( S vynimkou prvého
Clena) sarovna geometrickému priemeru ¢lena predchadzajiiceho an-1 a nasledujiceho an+1
pretoze podiel kazdych dvoch susediacich ¢lenov geometrickej postupnosti je konStantny
a musi teda platit’

.an+1 an

alebo  (an)’=an-1.an+1

.dn an-1

Vsimnite si geometrickej postupnosti 2, 6, 18, 54.... napr. a3 =18, je geometrickym
priemerom susednych ¢lenov a; = 6, a4 = 54. Potom plati

a3=V6.54=324=18;
Matematicka indukcia

Matematickou indukciou sa nazyva postup, ktorého pouzivame k dokazu platnosti roznych
vztahov medzi prirodzenymi ¢islami. Dokaz matematickou indukciou zalezi na vete

Ak je dany vztah An
a). spravny pre prirodzené ¢islo n=1 a

b). z predpokladu spravnosti An pre nejaké prirodzené ¢islo n = k dokazeme spravnost’
vztahu An i pre prirodzené ¢islo n =k +1; potom

). dokaz vztahu An je spravny pre kazdé prirodzené ¢islo n.

Sledujte dokaz matematickou indukciou na prikladoch.
1). Aritmeticka postupnost’ je definovana rekurentnym vzorcom
(1) ansi=an+d;
Dokazte platnost’ vzorca pre jej n — ty ¢len, ktory ma tvar
(2) an=a1+(n-1)d;
Postup rieSenia:
a) Pre n=1; jevzorec (2)spravny, lebo po dosadeni n=1 do vzorca (2) dostaneme
spravnu rovnost’.
arzar+(1-1d = a1+0.d = a1

b) Ak predpokladame, ze vzorec (2) je spravny pre nejaké prirodzené ¢islo n = Kk, teda, ze
plati ( po dosadeni n =k do vzorca (2) ).



B) ak=ai+(k-1)d;
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.mame dokazat’, Ze je spravny i pre prirodzené ¢islo n = K + 1, teda, ze plati ( po dosadeni
.Nn=Kk+1dovzorca (2))

@) ak+1=ar+[(k+1)—1]d=a1+kd;

Dokaz prevedieme takto:
Pretoze pre aritmeticku postupnost’ plati podl'a vzorca (1)

(5) ak+1=ak+d;
potom po dosadenim vyrazu (3) do vzorca (5) dostaneme
(6) ak+1=a1+(k-1)d +d;
A po uprave dostaneme
(7) ak+1=a1+kd;
ako vidite je to vzorec (4), ktory sme mali dokazat’.
c) Zaver: Pretoze vzorec (2) je spravny podla bodu (a) pre n = 1; je spravny 1 podl'a bodu
(b) i pre nasledujuce ¢islo n =2 ; Pretoze je vzorec (2) spravny pre n =2, je
Opit’ spravny 1 pre nasledujuce prirodzené ¢islon =3 ; atd’.
2) Pren—ty ¢len geometrickej postupnosti plati vzorec
(1) an=ag""*;
Dokazte platnost’ vzorca pre sucet prvych n ¢lenov geometrickej postupnosti, ktora znie
q"-1

(2) sn=a ;0 (q#)
q-1

Postup rieSenia:

a) Pre n=1 jevzorec (2) spravny, lebo po dosadeni n = 1 do vzt'ahu (2) dostavame po
jednoduchej uprave ( kratenie q — 1 ) rovnost’ S1 = a1, ktora je spravna , lebo sucet
prvého ¢lena si1 'ubovolnej postupnosti sa rovna vzdy jej prvému ¢lenu au.

b) Ak predpokladame, ze vzorec (2) je spravny pre nejaké prirodzené Cislo n =k , teda , Ze
plati ( po dosadeni n =k do vzorca (2) )

gk£1
(3) sk=a1

qg-1



.mame dokazat’, Ze je spravy i pre prirodzené ¢islo n = k + 1, teda, Ze plati ( po dosadeni
11

.n=k+1dovzorca (2).

qk+1_1
(4) sk+1=a1———;
q-1

Dokaz prevedieme takto: Pre Kk —ty ¢len geometrickej postupnosti plati podl'a vzorca (1)
(5) ak=aigk-?

a predpokladame, Ze pre sucet prvych ak clenov, ktoré dostaneme postupnym dosadenim
prirodzenych ¢isel k = 1,2,3..k do vzorca (5) plati vzorec (3) alebo
gk-1
(6) sk=ar+aiq+aig’+..+aigc-l=a
qg-1
potom pre sudet prvych **! &lenov, ktoré dostaneme opit’ postupnym dosadzovanim
prirodzenych ¢isel k =1,2,3.... k, k + 1 do vzorca (5) musi platit’ vzorec

q<-1
(7) sk+i1=ai+aiq+aig®+...+aq<-! +aigf = a1 — +aig«;
q-1
.ekvivalentnymi Ulpravami dostaneme
Sk+1=a1 +aigk = a1 ] =ay( )= ai ;
q-1 qg-1 q-1 q-1

¢o je vzorec (4), ktorého spravnost’ sme mali dokazat'.
c) Zaver: Vzorec (2) je spravny pre kazdé prirodzené Cislo n.

Sledujte dokaz matematickou indukciou na rieSenych prikladoch. Pokuste sa vSak vzdy
0 samostatné rieSenie a potom vlastny postup porovnajte s postupom uvedenym.

1). Odvodte vzorec pre n — ty ¢len postupnosti 1,4,7,10,13,16....a dokazte jeho spravnost’
matematickou indukciou.
Riesenie:
Vzorec pre n — ty ¢len danej postupnosti
(1) a=3n-2

sme odvodili z rekurentného vzorca pre n — ty ¢len.

a) Pren=1jevzorec (1) spravny, leboai=3.1-2=1; ¢o je skutocne prvy ¢len danej
postupnosti.



b) Ak predpokladame spravnost’ vzorca (1) pre n =k alebo

12
() a=3k-2

musime dokazat’, ze plati i pre n =k + 1, alebo
(3) ak+1=3(+1)-2=3k+1;

Pretoze dané postupnost’ je postupnost'ou aritmetickou, ktorej diferencia d = 3, potom plati
rekurentny vzorec

(4 a+1=ak+d=ak+3;
a po dosadeni vzorca (2) do vzorca (4)
(5) a+1=(Bk-2)+3=3k+1;
Co je vzorec (3) jeho platnost’ sme mali dokézat'.
c) Zaver: Vzorec (1) je pre danu postupnost’ spravny.
2). Dokéazte, ze vzorec pre n — ty ¢len rekurentnej postupnosti plati
(1) a=1; an+1=an +2n+1
Aplati 2) an=n?;

Riesenie: a) Pren=1 je vzorec (2) spravny, lebo a1 =12=1
b) Ak predpokladame spravnost’ vzorca (2) pre n =k alebo

(3) a=k®

musime dokazat’ jeho spravnost’ i pren =k + 1, lebo
(4) aks1=(k+1)2?=k>+2k+1;

pretoze podla rekurentného vzorca (1) plati
(5) a+1=ak+2k+1;

potom po dosadeni vzorca (3) do vzorca (5) plati

(6) ak+1=k*+2k+1;
¢o je vzorec (4), ktorého platnost’ sme mali dokézat’.

c) Zaver: Vzorec (2) pre dant postupnost’ (1) je spravny.

Limita postupnosti



Ak si vSimneme prvych ¢lenov postupnosti
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n 1 2 3 457 999
; toje , T e —————

n+1 2 3 4 458 1000

an =

je vidiet’, ze s rastiicim indexom (n) sa ¢leny tejto postupnosti

a) stale viac priblizuju k Cislu 1, avSak
b) budu vzdy mensie ako Cislo 1.

O postupnosti mézeme povedat’, ze rasticim indexom (n) sa ¢leny tejto postupnosti buda
stale menej 1i8it’ od Cisla 1, ale Ziaden ¢len postupnosti sa nebude rovnat’ ¢islu 1.

Ak existuje pre dant postupnost’ {an} Cislo a, ktoré ma rovnaké vlastnosti ako ¢islo 1,
potom sa toto ¢islo (a) nazyva limitou postupnosti {an} a piseme

liman=a; alebo strué¢ne lim an
n—ooo

a Citame to ako : ,,limita postupnosti {an } pre (n) rastiica bez obmedzenia sa rovna a;*

NapiSeme niekol’ko prvych ¢lenov postupnosti.
1 1 1 1 1
{3+—1}; alebo 4, 3 ;3 ;3 ;3
n 2 3 4 5

...... tu plati lim an = 3;

Definicia limity postupnosti

Cislo a je limitou postupnosti { an }, ak ku kazdému ¢&islu £ > 0 ; existuje také &islo n > no
plati rovnost’

|an—a| <g; alebo a—-g<an<a+te.

Definiciu limity postupnosti si pre nazornost’ objasnime na grafickom znazorneni.
Pricom plati :
| an—a | <eg
g<an—ac<eg
a—-eg<apn<ate
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n
Na nakrese je znazornena lim =1;
n+1
Ak zobrazime Cleny danej postupnosti, dostaneme néakres, ktory sme uz zobrazili. Z nakresu
je mozno posudit, Ze sa vzrastajucim indexom n sa ¢leny tejto postupnosti blizia k ¢islu 1,
teda limitou tejto postupnosti je ¢islo a =1 (naznacené plnou ¢iarou) . Ak zvolime
I'ubovolné ¢islo € > 0, napr. e = 0,3 pre n=3 alebo na= 0,75 skuto¢ne plati nerovnost’

|0,75-1] <03  a0,7<0,75<1,3;

Sledujte postup overovania spravnosti limity postupnosti

n
.lim =1;
n+1
Podrla definicie limity postupnosti musi pre vsetky ¢isla € >0 a ¢islo n > no platit’
n 1
| — 1| <& alebo po tprave (1) |- | <e;
n+1 n+1
1

PretoZe n je prirodzené Cislo vacsie ako nula n > 0, plati pre vSetky n — <0;

1 1 n+1

a pre absolutnu hodnotu | - | = ;
n+1 n+1
Vztah (1) méZeme potom pisat’ v tvare

1 1
<g; alebopouprave (2) n>— -1,
n+1 €
Ak polozime vo vztahu (2) 1
no=——-—1 avolime napr.
€

a) ¢=0,1, no=9, alebo pre vSetky prirodzené ¢isla n > ng musi platit’ | an—1 | <0,1;
Ak zvolime napr. n = 10, potom a0 = 0,91, a skuto¢ne plati

|0,91 1] =-0,09] =0,09<0,1;

b) £€=0,001, potom no =999, alebo pre vSetky prirodzené ¢isla n > no musi platit’
|an—1] <0,001;
Ak volime napr. n = 1000, potom aio00 = 0,999001, a skutocne plati
| 0,999001 — 1| = 0,000999 < 0,001 ;
Pretoze pre vSetky € > 0, m6Zeme urc€it’ také ¢islo no, Ze pre kazdé n > no plati
| an—1 | <e¢g; jelimitaa= 1 spravna.

Postupnost’, ktora ma limitu sa nazyva postupnost’ konvergentna. Hovorime potom, ze ¢leny
postupnosti {an} konverguju k ¢islu a. Postupnost’, ktora limitu nema , sa nazyva postupnost’
divergentna. 2

Postupnost” {3 — } je postupnost’ konvergentnd. S rasticimi ¢lenmi postupnosti

2n—2
konverguje k ¢islu 3.
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Postupnost’ {2n + 1} je postupnost'ou divergentnou. S rasticimi n ¢lenmi postupnosti
neustale rastie.

Kazda geometrickd postupnost’ {an}, pre ktoré plati | q | <l,alebo—1<qg<1,je
postupnost’ konvergentna a jej limitou je ¢islo nula alebo lim an = 0;

Kazda geometrické postupnost’, pre ktoré plati | q | >1,aleboq<-1,aq>1,je postupnost’
divergentnd a nema limitu.

Ak je q =1 je postupnost’ konvergentna a lim an = a1.

Ak je q = — 1, je postupnost’ divergentna a nema limitu.

Postupnost’ou, ktorej limitou je ¢islo nula, sa nazyva postupnost’ nulova. Dana postupnost’
{na} je nulova ak ku kazdému ¢islu € > 0 existuje také ¢islo no , Ze pre kazdé prirodzené ¢islo
n > ng plati |an| <e.

2
Sledujte dokaz platnosti lim — =0
n
2 2 2
|—|<8; alebo —<¢g, alebo n>—.
n n €
2 2
Nerovnost’ | — | < ¢ plati teda pre vSetky n > no, ak polozime no = —
n €

Zvol'me napr. € = 0,01 , potom ng = 200. K ¢islu € = 0,01 existuje teda ¢islo no = 200, ktoré
pre vSetky n > ng alebo n > 200 plati 2
| —| <o0,01.
n
Pre n =400 dostaneme platnti nerovnost’ 0,005 < 0,01, pre n = 2000 dostaneme nerovnost’
0,001 <0,01 atd’. Uvedena postupnost’ je nulova, lebo € = 0,01 sa objavuje pri roznych n.

Nekonecné rady

Ak je dana postupnost’ ¢isel {an} = a1, az, as .... potom zapis

Sa nazyva nekone¢na rada. Cisla a1, a2, as ... sa nazyvaju ¢leny nekonecnej rady. Kazda
rada méa nekone¢ne mnoho ¢lenov.

Ak je dana postupnost an=n + 3 ; potom jej prvymi ¢lenmisa 4,5,6,7 ...
.a prislusnd nekone¢nd rada 4 +5+6+7 +....

K postupnostian=n.(-=1)"*! alebo 1,-2,3,—4,5 .... patri nekone¢n4 rada
1-2+3-4+5..
Rada, ktorej ¢leny tvoria aritmetickll postupnost’ sa nazyva nekonecna aritmeticka rada.
Rada, ktorej ¢leny tvoria geometricka postupnost’ sa nazyva nekonecnéd geometricka rada.

Rada 2 +5 + 8 + .... je nekonecna aritmeticka rada, lebo jej Cleny tvoria aritmeticka
postupnost’ s diferenciou d = 3.
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Radal-3+9— ... je nekone¢na geometricka rada, lebo jej ¢leny tvoria geometricka
postupnost’ s kvocientom q =— 3.

Rada 2 + 6 + 12 + 20 ... nie je ani aritmeticka ani geometrickd nekonecna rada.
Pouzitie postupnosti

S pouzitim postupnosti sa stretavame v praxi vSade tam, kde urcita veli¢ina pravidelne
vzrasté alebo klesa. Zvlastny vyznam maju hlavne geometrické postupnosti, u ktorych
pociatocna veli¢ina vzrasta alebo klesa v stalom pomere.

Pamaitajte:
a) Ak vzrasta dana pociatocna veli¢ina ao + p % , potom jednotlivé ¢leny postupnosti
vzrastaju v stalom pomere.
100+ p p
r=—=1+——;
100 100

b) Ak klesd dand pociatocna veli¢ina ao 0 p %, potom jednotlivé cleny postupnosti
klesaji v stdlom pomere.
100-p p
r=—=1- ;
100 100

Pre vypocet n — tého Clena takto urCenej geometrickej postupnosti, plati vzorec
p P
)" an=aor"=aop(l-—)";
100 100
.z ktorého mdzeme vypocitat’ ktorakol'vek z veli¢in an, ao, I, N, p ak st dané aspon tri
veliCiny.

an=aor"=ao(1 +

Priklad: V hladisku je 21 radov sedadiel v najnizsej rade je 20 sedadiel a v najvyssej rade
60 sedadiel. Kol'ko je celkovo sedadiel v hl'adisku, ak rastie pocet sedadiel
rovnomerne od jednej rady k druhej?
Riesenie: Pocty sedadiel v jednotlivych radach vytvaraju aritmeticktl postupnost’. Z ulohy
vyplyva, ze n=21, a1 =20, azx = 60. Sucet S21 vypoc¢itame dosadenim do vzorca
.as =—-.21(20 + 60) = 840 ;
Odpoved: V hladisku je celkovo 840 sedadiel.

Priklad: Kol’ko baktérii vznikne z jednej baktérie za 12 hodin, ak z jednej baktérie vznikna
delenim dve baktérie vzdy za p6l hodinu ?
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RieSenie: Pocty vzniknutych baktérii po jednotlivych polhodinéach tvori geometrickt radu.
Pretoze a1 = 1, q =2 aaps = 25, potom

a5 =1,2%-1=2%=17000 000 ;
Odpoved: Za 12 hodin vznikne z 1 baktérie 17 000 000 baktérii.

Teraz preberieme otazku postupnosti z iného spracovania .

Postupnost’ a limita postupnosti

Postupnost’

Zobrazenie f mnoziny vSetkych prirodzenych ¢isel do akejkol'vek mnoziny sa nazyva
nekonecna postupnost’ alebo iba postupnost’. V tom pripade je ustalenym zvykom obraz
prirodzeného ¢isla n oznacovat’ nejakym pismenom s indexom n. Potom piseme:

f)=a1, fQ)=az...f(n)=an..

Prvok an = f(n), priCom n=1,23..., sanazyva n—ty ¢len postupnosti. Postupnost’ f je
jednoznac¢ne uréena svojimi ¢lenmi, preto namiesto f pouzivame spravidla oznacenie

ai, az, as,...an,... alebo {an}.

Cleny postupnosti {an} mozu byt prvky l'ubovolnej mnoziny. Ak st ¢lenmi postupnosti
&isla, tak hovorime o &iselnej postupnosti alebo o postupnosti &isel. Ciselna postupnost’ je
teda funkcia, ktorej defini¢ny obor je mnozina vsetkych prirodzenych ¢isel. Jej grafom je
mnozina izolovanych bodov An=[n,a,], n=1,2,3,....

Y
Ag
A % AL " As A, °
3 o
A‘I ] 5 éa
®
QA 2 —o—o_—o——— o0 o o — 0
0 1 2 3 L* 5 6 7 8 g X
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V matematike sa stretdvame s postupnost’ami, ktoré nie st ¢iselné ako napr. postupnost’
bodov, tseciek, funkcii a pod. V tejto kapitole sa budeme zaoberat’ iba ¢iselnymi
postupnostami, preto budeme privlastok ¢iselnd vynechavat’.

1 1 1 1 1
Priklad 1. Nech ap=——, Teda {——} je postupnost’, ktorej ¢leny st , — , —,.... —, ....
n n 2 3 n

Tato postupnost’ sa nazyva harmonicka postupnost’.
Priklad 2. Nech an=n. Postupnost’ {n} sa nazyva postupnost’ prirodzenych cisel.

Priklad 3. Nech a, d st dané ¢isla a nech a, =a + (n— 1)d. Postupnost’ {a}, ktorej ¢leny
.su a, at+d, a+2d,...a+(n+1)d, ... sanazyva aritmeticka postupnost’ s
. diferenciou d.

Priklad 4. Nech a, q st dané ¢isla a nech an =ag" ! sa nazyva geometricka postupnost’ s
kvocientom g.

Priklad 5. Uvazujme o postupnosti 1,0,1,0,1,0,.... Su to ¢leny, ktoré sa na neparnych
miestach rovnaju ¢islu 1, to je a1 a €leny, ktoré stoja na parnych miestach, st
nuly, to je ax = 0. Pravidlo, podla ktorého prirodzenému ¢islu n priradime ¢islo
an (Clen postupnosti 1 alebo 0), mozno zapisat’ vzorcom takto

1+ (_ 1)n -1
anh=————
2
Priklad 6. Nech an=1 pre kazdé n. V tom pripade mame postupnost’ 1, 1, 1, ... 1, ....

Priklad 7. Postupnost’ 2,3,5,7,.... p, .... je postupnost'ou prvocisel. V tom pripade an = pn,
. kde pn je podl'a velkosti n — té prvocislo.

Z definicie postupnosti je zrejme, Ze postupnost’ je definovana, ak je dany predpis, pomocou
ktorého mozno urcit’ jej l'ubovol'ny ¢len. Taky predpis je najCastejSie dany vzorcom,
urcujucim, ako vypocitat’ an, ak je dané n. Tak to bolo v prikladoch 1. az 6. Existuju vSak
postupnosti, ktoré takto definovat’ nemozno, ako priklad 7. Mnohé postupnosti mozno
definovat’ indukciou, to je tak, ze udame jej prvy ¢len a1 a vzorec pre vypocet Clena an +1
pomocou &lena an. Napr. vzorec ai =2, an+1 =2 + an definuja postupnost’ {an}, ktorej
Cleny st

4

4 6
.a1=\/2, a2=\/2+\/2, agz\/2+\/2+\/2, .....

Pretoze postupnost’ je Specialny pripad funkcie, pojmy ohrani¢enost’, monoténnost’ a pod,
ktoré sme zaviedli pre vSeobecné funkcie, maju zmysel aj pre postupnosti. Nech napr. {an} je
rastuca postupnost. To znamena, ze pre kazdé dve prirodzené Cisla k, £ také, ze k < 1, plati
20
20



20. ak < ag . Teda plati an < an+1 pre kazdé n, pretoze n <n + 1. LCahko sa d4 dokézat’, ze
potom pre kazdé k, £ také, ze k < £, plati ak < ag, to je postupnost’ {an}, ktord je rastica. Co
nam dokazuje platnost’ vety

Veta 1. Postupnost’ {an} je rastiica (neklesajuca, klesajuca, nerasttica) vtedy a len vtedy,
ked’ pre kazdé prirodzené ¢islo n plati

an<an+i1(@ <an+1, an>an+1, an=an+1)

1
Priklad 8. Harmonicka postupnost’ {——} je klesajuca, pretoze pre kazdé prirodzené ¢islo
.Nn
1 1
.nplati —> ,f0je  an>an+1.
n n+1 1
je tiez ohranicena, pretoze plati: 0 <—— <1 pre kazdé n

n

Priklad 9. Postupnost’ { (— 1)" }, ktorej ¢leny s —1, 1, -1, 1,...., je ohrani¢ena, ale nie je

monotonna.
1
Priklad 10. Postupnost’ { 2 ———} je rastuca a ohrani¢end, pretoze pre kazdé prirodzené
n
¢islo n plati: 1 1 1
2-—<2- . |2-—] <2;

n n+1 n

Ak vSetky €leny postupnosti {an} okrem kone¢ného poctu alebo vSetky ¢leny bez vynimky
maju ur¢ita vlastnost’ a , hovorime, Ze takmer vSetky ¢leny postupnosti {an} maja
vlastnost’ a . 1

Napriklad takmer vSetky ¢leny postupnosti {——} su mensie ako 0,001, takmer vSetky ¢leny

.Nn
Postupnosti {10'° — n} st zaporné. Ale nie je pravda, e takmer vietky ¢leny postupnosti {n}
su parne.

Limita postupnosti

Jeden z najdolezitejsich pojmov matematickej analyzy je pojem limita postupnosti. Skor
ako vyslovime definiciu tohto pojmu, vysvetlime si ho na priklade.

n
Priklad 11. Majme postupnost’ { },j€j ¢leny su ¢isla
n+1
1 2 3 4 9 99 999
2 3 4 5 10 100 1000
Pre dostatoéne vel’ké n sa &leny tejto postupnosti iba malo lisia od ¢isla 1. Cim je véacsie n,
tym je absolutna hodnota rozdielu medzi prisluSnymi ¢lenmi n
an = -

n+1
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a Cislom 1 mensia. S rasticim n sa tento rozdiel stale zmensuje geometricky. Ak znazornime
Cleny tejto postupnosti na ¢iselnej osi, dostaneme postupnost’ bodov na priamke tak, ako to
vidime na obrazku, Ze rastiicim indexom N sa obrazy ¢lenov tejto postupnosti (body a, ) Coraz
viac priblizuji k bodu (¢islu) 1, to je, Ze ich vzdialenost’ od bodu 1 sa stale zmensuju.

0,5 2/3 Yo 4/59/101

Vzdialenost' d(an, 1) bodu a, od bodu 1 je d(an, 1)= [an—1 |
n n 1
, ateda d@an, )= |an—-1| = | —-1] =—
n+1 n+1 n+1
1

V naSom pripade an =

Teda skutocne s rasticim n sa vzdialenost’ d(an, 1) to je Cislo | an—1 | =

n+1
ktoré sa stdle zmenSuje. Napr. pre n =99 je 1
d(an, 1)= |agg— 1 | =—
100
. a vSetky ¢leny (body) an S indexom n > 99 ( ¢ize zacinajicim ¢lenom aioo) uZ maji od bodu
1 vzdialenost’ mensiu ako jedna stotina. Skuto¢ne, ak n > 99, tak

1 1
n+1>100, ateda <
n+1 100
¢o znamena, ze 1
d(an, 1) < pren>99. Akn>10%—-1, tak n+1>10°
100
1
Ale < 1076
n+1

To znamen4, Ze pre vietky n > 10°— 1 je d(an, 1) <10~ °. Teda vsetky body za¢inaju bodom
s indexom n = 10° majti uz od bodu 1 vzdialenost mensiu ako 1075, n
Ak zvolime 'ubovol'né kladné malé Cislo € , mozno v postupnosti {

} ngjst’ urcity ¢len,
n+1

od ktorého zacinajuce vSetky d’alSie ¢leny maji uz od bodu 1 vzdialenost’ mensiu nez toto

¢islo &. To znamena, ze ku kazdému ¢islu € > 0 existuje také ¢islo no, Ze pre n > no je

d(an,1)< ¢ . PretoZe v naSom pripade

1
oo 1] -
.n+1
. sta¢i zvolit’ ng tak, aby bolo 1 1
=g, Coje np=——-—1
.ho+1 €
1 1 1
Pre n>——1 bude potom n+1 >—, ateda <& &oznamena, e |an—1|<e

.£ € n+1



22.
Cislo no zavisi od zvoleného ¢&isla e. Cim mensie je €, tym vidsie zvolime no. TO je
pochopitelné. Cim mensie &islo €, tym d’alej musime v postupnosti ist’, aby sme mali
zarucené, ze sa d’alej stretneme len s takymi ¢lenmi (bodmi), ktorych vzdialenost’ od bodu 1
je mensia ako e.
Skuto¢nost’, ze ¢islo 1 ma vzhl'adom na postupnost’ {an} vlastnost’ opisanu n
Vv predchadzajiicom texte, vyjadrujeme slovami: ¢islo 1 je limitou postupnosti {

}

n+1
Teraz sformujeme definiciu limity postupnosti vo vieobecnom pripade. Cislo a sa nazyva
limita postupnosti {an}, ak ku kazdému ¢islu €> 0 existuje také ¢islo no , Ze pre vsetky
prirodzené ¢isla n > no plati
|an—a|<a (toje,ze d(an,a)<e)
Skuto¢nost’, ze ¢islo a je limitou postupnosti {an} zapisujeme znakom

lim an=a
n—aoo

Namiesto lim an budeme Casto pisat’ iba lim an alebo kratko an — a .
n—o0 n
V zmysle tejto definicie ma postupnost’ {

} limitu 1, co mézeme pisat’ ako

n+1
.Nn n
Jim -=1 alebo - — 1.
n—oo n+1 n+1
1
Podobne dokazeme, ze ¢islo O je limita postupnosti { — }, ¢o znamena, ze
n
1
dim —=0
n—o n
1 1 1
V tom pripade | an—Ol = | ——O| =——. Ak jedané &> 0, zvolime no tak, ze — =¢
.n n No
1 1 1
. to znamena, ze no = ——. Pre n >—— bude skuto¢ne — < &.
€ € n

Nie kazda postupnost m4 limitu. Napriklad postupnost’ {( —1)"*1}, ktorej ¢leny su 1,-1,1,
— 1,... limitu nemd. Doké&zeme to nepriamo. Predpokladajme, Ze tato postupnost’ ma limitu a.
To znamena, ze ku kazdému cislu € > 0, teda aj k ¢islu € = 1, existuje ¢islo no také, ze pre

n>noje |an—a| >1. Akjen>notakajn+1>noateda |an+1—a| <1.Z toho vyplyva

|an—an+1| = |(an—a)+(a—an+1)| S |an—a| + |a—an+1| <1+1:2

to znamena, Ze | an—an+1 | < 2. To je spor, pretoze v danej postupnosti zrejme plati , Ze
| an—an+1| = 2 pre kazdé n.



Postupnost’, ktora ma limitu, sa nazyva konvergentna . Postupnost’, ktora limitu nema, sa
nazyva divergentna. Ak ma postupnost’ {an} limitu a, hovorime, Ze postupnost’ konverguje
k ¢islu a.( z latinského convergere = smerovat’.).

Definiciu limity postupnosti mézeme vyslovit' pomocou slovného spojenia.
Takmer vSetky ¢leny postupnosti maju vlastnost’ a , ktorého presny zmysel sme vysvetlili
Vv ¢lanku postupnosti.

Cislo a sa nazyva limita postupnosti {an} , ak pre kazdé &islo € > 0 a pre takmer vietky
Cleny tejto postupnosti plati |an—a | < &. Pocet tych ¢lenov postupnosti, pre ktoré neplati
an—a| <g, zavisi vo vSeobecnosti od vol'by Cisla €. Ak toto Cislo € zmensSujeme, pocet

tychto clenov sa vo vSeobecnosti zvicsuje.

Pri kazdom ¢ je vSak tento pocet konecny. T tejto definicie preto vyplyva, Ze existencia
limity a jej hodnota nezavisi od toho, ¢i z danej postupnosti vynechame alebo k nej pridame
kone¢ny pocet ¢lenov.

Z definicie okolia bodov a vety ,,Nech a, b, ¢, ..... an st Pubovol’né ¢isla. Pre ich absoldtne
hodnoty platia tieto vzt’ahy.*

a | al
1) |a|=|—a| 4) |—|= — pre b#0

.b | b
3 +as|al Sla+bl<lal+[b], Ja+b] < [a] - [b]
3) |ab|=|a|.|b| 6)|a1+a2+..an|S|31|+|a2|+...+|an|

a z toho vyplyva
|an—a| <ge—a-—-g<an<a+tego an€ Uga)

To vSak znamend, Ze vyrok: Pre kazdé ¢islo € > 0 a pre takmer vSetky ¢leny postupnosti
{an} plati | an—a | <, je ekvivalentny s vyrokom: Pre kazdé ¢islo € > 0 a pre takmer vSetky
Cleny postupnosti {an} plati an € Ug(a). Definicia limity postupnosti mézeme teda
formulovat’ takto:

Cislo a sa nazyva limita postupnosti {an}, ak v kaZdom okoli Ug(a) leZia takmer vietky
¢leny tejto postupnosti.

Tato formulécia je najkratSia a najjednoduchsia . Predpoklada vSak uz poznanie presného
vyznamu formulécie pre takmer vSetky ¢leny postupnosti {an}. Zdorazitujeme, Ze vSetky tieto
definicie limity postupnosti s ekvivalentné. LiSia sa len roznym vyjadrenim jednej a tej istej
vlastnosti ¢lenov postupnosti.

Skuto¢nost’, ze 1im an = a mdZeme geometricky interpretovat’ takto:
.nN—a0

Ak zvolime 'ubovol'né ¢islo € > 0. Na osi Yy V pravouhlej suradnicovej sustave vyznacime
interval (a— ¢, a+¢) = Ug(a). Koncovymi bodmi tohto intervalu vedieme rovnobezky s 0sou
X. Dostaneme rovinny pas Sirky 2e. Stru¢ne ho nazyvame € — novy pas ¢isla (bodu) a.
Pretoze lim a = a , takmer vSetky ¢leny postupnosti {an} lezia v okoli Ug(a), to znamena, ze

.nN—0o0

Lezia medzi ¢islami a — €, a + €. To znamena, Ze prislusné body An[n, an] grafu danej
postupnosti lezia v tomto € — ovom pase.
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Iba kone¢ny pocet bodov grafu sa nenachadza v tomto € — ovom pase, ako to vidiet' na
obrazku.

v| A,

Y ik
v

Vybrana postupnost’ a jej konvergencia.

Majme postupnost’”  ai, az,.... an, .... @
Zvol'me rasticu postupnost’ prirodzenych ¢isel Ki, Kz,.... Kn,... (2)
A utvorme postupnost’  aki, akz, .... akn, .... 3

Postupnost’ (3) sa nazyva postupnost’ vybrana z postupnosti (1). Postupnost’ (3) vznikne
tak, Ze z postupnosti (1) vyberieme ¢leny s indexmi Ky, Kz, .... Kn,... Ak je napriklad
postupnost’ (2) rastica postupnost’ parnych Cisel, to znaci, ze k1 = 2, ko =4, ks =6, ... bude
vybrana postupnost’ (3) takato

.a2, a4, as, ....

1
Priklad 11. Z postupnosti {——} mdzeme utvorit’ napriklad tieto vybrané postupnosti:

.n

1 1 1 1

1) , , R
2 4 6 2n
1 1 1 1
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3) , , , , , , .... (rastiica postupnost’ vsetkych
2 3 5 7 11 13 prvocisel).

Nech je postupnost’ {an} konvergentna a nech an — a. To znamena, Ze v kazdom okoli
Ug(a) lezia takmer vSetky Cleny an, a teda tym skor tam lezia takmer vSetky postupnosti
vybranej z postupnosti {an}. Teda plati veta 2.

Veta 2. Nech postupnost’ {an} konvergovana a ma limitu a . Potom kazda z nej vybrana
.postupnost’ je konvergentnd a mé limitu a.

1 1 1
Priklad 12. Plati lim — = 0. Postupnost’ { —} je vybrana z postupnosti {—}, a teda
n—ow n 2m n
1
Adim —— = 0.
.n—o  2n

Poznamka. Postupnost’ {an} moze byt divergentna, aj ked’ niektora z nej vybrana
.postupnost’ je konvergentna. Napriklad postupnost’ {(—1)"} je divergentna,
. ale jej vybrana postupnost’ {(— 1)?"} je konvergentna a ma limitu 1.

Z vety 2. priamo vyplyva:

1) Postupnost, z ktorej mozno vybrat’ divergentnu postupnost’, je tiez divergentna.

2) Postupnost’ je divergentna, ak sa z nej daji vybrat’ dve konvergentné postupnosti
. majlce rozne limity.

Zakladné vety o limite postupnosti.

Pocitat’ limity postupnosti iba na zéklade jej definicie je vo vicSine pripadov vel'mi
komplikované. Preto si v tomto ¢lanku dokaZzeme niekol’ko viet, pomocou ktorych budeme
vediet’ ngjst’ limity mnohych postupnosti alebo aspoii rozhodnut’, ¢i su konvergentné.

Veta 3. Kazda postupnost’ ma najviac jednu limitu ( to znamena, Ze bud’ nema nijaku alebo
prave jednu).

Doékaz. Nepriamy. Nech ma postupnost’ aspon dve rozne limity a, b, pricom a<b.
To znamena, ze kazdé okolie Ug(a) i kazdé okolie Ug(b) obsahuji takmer vSetky
Cleny postupnosti {an}.
1
Majme ¢ =——(b—a) takze €>0 ako to vidiet na obrazku.

a—=¢ a at+teb-¢ b b+e

Ug(a) Ug(b)




Potom Ug(a) N Ug(b) #0, ¢o znamend, ze len do jedného z okolia Ug(a), Ug(b)
26. mozu patrit’ takmer vSetky ¢leny postupnosti, ¢o je spor.

Lahko dokazeme nasledujucu vetu.
Veta 4. Postupnost’ {an} ma limitu a vtedy a len vtedy, ked’ ma postupnost’ {an — a}limitu 0
Dokaz. Nech lim an=a. To znamend, Ze ku kazdému cislu € > 0 existuje také Cislo no, ze
.nN—0o0
pren>noje [an—a| <e. Ale |an—a| <g pre n>noe—a-g<an<a+eg
.pren>no«<—g<an—a<g pre n>no.
Posledné nerovnosti v§ak znamenaju, ze takmer vsetky ¢leny postupnosti {an — a} budu
vintervale (— ¢, € ) = Ug(0) o je lim (an—a) = 0. Teda skuto¢ne plati

.N—00

dim an =a< lim (an—2a)=0

N—00 n—o0
1 1 1

Priklad 13. lim (3+—)=3, pretoze lim(3+—-3)= lim—=0
.N—00 n n—o0 n n—o n

O postupnosti, ktord ma limitu 0 , hovorime, Ze je nulova a kazdé z nasledujucich troch
oznaceni je to isté tvrdenie.

{an} jenulova;
an—0;
diman=0.

O nulovej postupnosti ndm hovori veta 5.

Veta 5. Ak lim | an | =0, tak liman=0, aopacne, ak lim ay=0, tak lim | an | =0;
n—oo n—oo n—o0 n—oo

Dokaz . Nech lim | an | = 0. To znamen4, ze v kazdom okoli Ug(0) to znamena, ze v
n—aoo
kazdom intervale ( — €, € ) leZia takmer vSetky Cleny | an | . Potom v tom intervale
leZia tiez takmer vSetky ¢leny an €o znamend, Ze lim an = 0. Opacne, nech

.nN—a0
lim an = 0. To znamena, ze v kazdom Ug(0) lezia takmer vSetky ¢leny an, a teda
.nN—a0
tym skor tam lezia aj takmer vSetky Cleny | an | to znamena, Ze lim | an | =0

.1N—a0

Poznamka. VSimnite si, ze ak lim | an | =a# 0 postupnost’ {an} moze byt’ divergentna.
Napriklad nech an =(-1)", potom | an | =1, lim | an | =1. AvSak
.nN—a0
postupnost’ {an} = {(— 1)"}, ktorej ¢lenmi s — 1, 1, — 1, 1, .... je divergentna.
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Majme teraz konvergentna postupnost’ {an}, ktora ma limitu a. Predpokladajme, Ze Zziaden
¢len tejto postupnosti nie je vacsi nez urcité ¢islo A, o znamend, ze an < A pre vsetky n.
Otéazkou je, ¢i méze byt a > A. Predpokladajme, Ze plati a > A.

1
Pretoze ¢=—(a—A), teda &€>0. Potom pre kazdé prirodzené Cislo n plati
2
A A a A a A 1
an< A= + < + —a- + —a-—(@-A)=a-¢
2 2 2 2 2 2 2

¢o znamena , Ze an<a-—é&. To ale znaci, Zze v okoli Ug(a) v intervale (a—¢, a + ¢ ) nelezi
nijaky ¢len postupnosti {an}. To je ale spor lebo predpokladame, Ze lim an = a . Nemoze
.nN—0o0
platit a > A, a tak musi platit' a < A. Uplne analogicky sa dokazZe, Ze ak lim an=a, an> A,
.N—00

takia < A.
Potom teda plati tato veta.

Veta 6. Nech pre vsetky ¢leny postupnosti {an} plati an < A(an < A)anech lima, = a.
.N—00

Potom a< A(a=A).

Dosledok. Ak liman=a , A< an<B pre n=1,2,3,..,tak A<a<B.

n—oo

Poznamka. Ak lim an=a, moze byt a= A, hoci pre kazdé n je an > A. Napriklad
Nn—o0 1 1
.v postupnosti {—} sa kazdé an =——>0 alimita je 0. Podobne moze
.n n
a= A, hoci kazdé an < A.

Uvazujme teraz tri postupnosti {an}, {bn}, {cn}, také, ze an < bn < cn pre vsetky n.
Predpokladajme, Ze lim an=£, lim ch = £. To znamenad, ze v kazdom okoli Ug(£) lezia
.1N—>a0 n—o0
takmer vsetky Cleny postupnosti {an} i postupnosti {bn}. Z toho a z nerovnosti a, < bn < cn
vyplyva, Zze v Ug(£) lezia tieZ takmer vSetky ¢leny postupnosti {bn}, teda lim b, =£. Tym je
veta dokdzana . n—o0

Veta 7. (veta o limite troch postupnosti). Nech lim a, =£, lim ch = £ anech pre kazdé

.N—>a0 n—oo
prirodzené ¢islo n plati an < bn < cn, potom aj lim by = £.
.nN—a0
1 1
Priklad 14. Plati 0 < < pre n=1,2,3, ... Krajné ¢leny maju limitu 0,
Vn2 +1 n 1
teda plati aj lim—=0.

n—o0 \Vn? + 1
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Priklad 15. T nerovnosti 0 <—<—(n "1, 2, 3,.....) aztoho,ze lim—=0
2 n n—oo n
1
.vyplyva lim =0.
n—oo 2"

Priklad 16. Kazdé¢ ¢islo Xo je limita urcitych postupnosti s ¢lenmi an # xo. Napriklad z
. vety 4. vyplyva, ze postupnosti
1 1
{xo——3}, {Xo+—73}

.n n
Na otazku, ¢i je urcitd postupnost’ konvergentnd, je obycCajne tazko odpovedat’.
Odpoved’ ul'ahcuju d’alsie vety.
Veta 8. Kazda konvergentnd postupnost’ je ohrani¢ena.

Dokaz. Nech je postupnost’ {an} konvergentna a nech lim a, = a. To znamena, ze ku
.N—00
kazdému ¢islu € 0, teda aj ¢islu € =1 existuje také ¢islo no, Ze pre n>ng je
|an—a| <1, ale

lan| = [an—a+a]| < fan-a] + |a

. teda plati pre n>no
|an| <1+ |a|

Nech A je najvicsie z Cisel | an | pre n<np aM=max {A, 1+ | a | }. Potom | an | <M pre
vSetky prirodzené ¢isla n, ¢o znamena, Ze postupnost’ {an} je ohraniceni.

Désledok. Neohraniend postupnost’ je divergentna. Napriklad postupnosti {n}, {log n},
{2"} su divergentné, pretoze st neohrani¢ené. Vetu 8. mozno vyslovit v tvare
implikécie takto:
Ak je postupnost’ {an} konvergentnd, tak je ohrani¢end. OhraniCenost’ je teda
nutnou podmienkou konvergencie postupnosti. Tato podmienka nie je vSak
postacujtica pre konvergenciu, pretoZe napr. postupnost’ {( —1)"} je ohrani¢ena,
ale nie je konvergentna. Postupnost’ {(— 1)"} je sice ohranicena, ale nie je
monotonna. Opierajuc sa o geometrickl interpretaciu limity postupnosti moézeme
oCakavat, Ze ak je postupnost’ {an} ohrani¢end a monotonna, tak je aj
konvergentna. To skuto¢ne plati.

Veta 9. Kazdd monotonna a ohrani¢end postupnost’ je konvergentna.

Dokaz. Nech je ohranicend postupnost’ {an} neklesajuca ( pre nerastiicu postupnost’ je
dokaz analogicky). PretoZze {an} je ohranicend postupnost, je aj zhora ohranicena,
a teda podl'a Bolzanovej vety mnoZzina vsetkych ¢lenov ma supremum K = sup an.
Dokéazeme, ze lim an = K, to znamen4, Ze ku kazdému ¢islu € > 0 existuje také
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¢islo no, Ze pre n > ng je | an— K | <¢. Podla vety o supremum, ku kazdému ¢islu
€ >0 existuje asponl jedno prirodzené Cislo no také, ze K — € <ano . Ako to vidiet

na obrazku.
Qn
K
7 7
K-€ . - Z %
° [ ]

O——C-

0 2 4 6 8 10 g n

Obr. 4.5

Pretoze postupnost’ {an} je neklesajuca pre vSetky n>ng plati ano <an. Tak K—g <an pre
n>no. Zrejme je an<K>K +¢ pren=1, 2, .... ateda pre n > ng plati

K—-g<an<K+g, toznamena, ze |an—K| <eg

¢o sme mali dokazat’.

n+1
Priklad 17. Postupnost’ { ——} je klesajica a ohrani¢ena, pretoze pre kazdé prirodzené
.n
¢islo n plati ntl n+2 n+1
an=—> = an+1, 1<—<2.
.n n+1 n
Maiame teda limitu. Ndjdeme ju napr. podl'a vety 4.
n+1 1 1
ah=——=1+—, lima, = lim(1l+—)=1
.n n n—oo n—00
1
pretoze lim(l +——-1)=0
.N—00 n
n+1
Teda potom lim —=1
.n—o n an

Ak st dané postupnosti {an}, {bn}, {an + bn}, {an — bn}, {anbn}, {—} 1)
bn
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nazyvame postupne sucet, rozdiel, sucin a podiel danych dvoch postupnosti.
Podiel ma zmysel iba, ak vSetky bn # 0.

1 1
Priklad 18. Ak {an}={2+—3}, {b}={2-—}
.n n
2 1 dn 2n+1
tak {an +bn} = {4}, {an—bn}= {—}, {anbn}={4- h{ =1 ¥
n n? bn 2n—-1

Vznika otazka, ¢i postupnosti (1) st konvergentné a aj postupnosti {an}, {bn}-
Kladnu odpoved’ dava veta 10.

Veta 10. Ak su postupnosti {an}, {bn} konvergentné, tak aj postupnosti {an + bn}, {anbn}
st konvergentné. Ak lim a,=a, lim b, =b, tak

.N—00 n—oo
1) lim (an+by)=a+b
.N—0a0
2) lim(anbn) =a.b
.N—0a0
. dn
Ak okrem toho bn#0 pre vSetky n ab #0, tak aj postupnost’ {—}
.bn
je konvergentna a plati
.an a
3) lim =—;
.n—00 b b

Dokaz. Dokazeme tvrdenie 1. Treba dokazat’, ze v kazdom okoli Ug(a + b) lezia takmer
vSetky ¢leny postupnosti {an + bn}, to znamena, ze ku kazdému ¢islu € > 0
existuje ¢islo no také, Ze pre n > ng plati

|(an+Dbn) —(a+b)| <e

Nech je dané 'ubovolné ¢islo € > 0. Hl'adajme prislusné no. Podl'a predpokladu lim an = a
€ .N—00
To znamena, Ze ku kazdému kladnému ¢islu, a teda aj k ¢islu — existuje také Cislo nz, ze
pre n > n plati € 2
| an—a | < —

Podr'a predpokladu lim by =b. To znamena, Ze ku kazdému kladnému ¢islu, a teda aj k

€ .N—00
Cislu — existuje také ¢islo n2, Ze pre n > nz plati
2 €
|bn—b|<—
2
Majme ng = max{nz, n2}. Potom pre kazdé n > ng plati siasne n >n1, n > ny, takze plati
£ €
|an—a|<—, |bn—b|<—.

2
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£ €
|(an+bn)—(a+b)| = |(an—a) +(bn—b)| < |an—a| + |bn—b| <—+—=¢
2 2
a to sme chceli dokazat’. Tvrdenia 2. a 3. sa dokazuju analogicky.

Poznamka. Ak sa limay=aa c je lubovolné ¢islo, tak lim bn = ¢, ak by = ¢, pre vsetky n,

.N—a0 n—oo
a teda podla vety 10. je lim (can) = ca. Specialne plati:
.nN—0o0
dim (—an) =—a. Potom lim(@an—bn) = lim(an+ (-bn))=a+(-b)=a-h.
.N—a0 n—oo n—oo

Tieto vysledky spolu s vetou 10 mézeme prehl'adne zhrnat’ do tychto vzorcov.

Ak existuje liman, lim bn, tak
.N—0 n—oo

dim (an + by) = liman + lim by
.N—0a0 n—oo n—oo

Jdim(an —bn) = liman— lim by
.1N—00 n—aoo n—aoo

dim (can) = climan
.1N—>a0 n—aoo

dim (anbn) = (liman) (limbyg)

.1N—00 n—aoo n—aoo

Ak okrem toho lim b, # 0, tak

dim an
.dn n—oo
lim =
.n—o0 by lim bn
.nN—0o0

Uplnou indukciou mozno platnost’ tychto vzorcov ( pre sti¢et a sucin) rozsirit’ na l'ubovolny
kone¢ny pocet s¢itancov alebo Cinitel'ov.

Priklad 19. Opitovnym pouzitim vzorcov (2) mdézeme riesit’ 1 zlozitejSie priklady.
Hladajme limitu 2n2 +1
lim
n—oo n’—3n+2

Pytajme sa, ¢i tato limita existuje, a ak existuje, akd je jej hodnota. Napisany
. zlomok ma zmysel pre n >3 ( menovatel’ sa nesmie rovnat’ nule).
Priklad upravime pre n > 3 takto
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2+ —
2n2 +1 n
n?—-3n+2 1 1
1-3—+ —
n n?
1
Vieme, ze limc=c, lim——=0. Podl'a(2) postupne dostaneme
.N—00 n—oon
1 1 1 1 1
Jdim—=1lim(—.—)=(lim —)(lim—)=0.0=0
n—on’ n—w n n n—o 2 n—oow 2
2 1
Adim —=21lim —=2.0=0
n—ow n> n—o n
3 1
Adim (-—)=(-3) lim —=(-3).0=0
.N—00 n n—oo n
1 1
Jdim (2n+—)=1lim 2+ lim —=2+0=2
.N—00 n2 n—oo n—oo n2
3 2 3 2
Jdim (1-——+—)=Ilim1-Ilim —+Ilim-—=1-0+0=1
.N—>00 n n2 n—oo n—oo n n—oo Il2

Limita menovatel’a je 1# 0, teda h'adana limita existuje a plati

2n’+1 2
. lim = =2
n—o n—-3n+2 1

an
Poznamka. Postupnosti {an+bn}, {anbn}, {——} mo6zu mat limitu, hoci postupnost’
bn 1
{an} alebo {bn} limitu nema. Napriklad z postupnosti {—1} , {n} je druha divergentna
n2
napriek tomu sucin tychto postupnosti, ¢o je 1 1
{—7} apodiel {— } su konvergentné
n n
postupnosti.

Cislo e

Dolezita ulohu v matematike ma postupnost’, ktorej n — ty ¢len je
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1
an=(1+—)"
.Nn

Dokazeme najskor, ze tato postupnost’ je rastiica. Podl'a binomickej vety plati

1 n1 n1 n1
can=(1+—)"=1+( )—+()—+..+()—=
N 1n 1n n n2
nn-1) 1 nn-1)(n-2)..(n—-n+1) 1
=1+1+ —+...t — =
21 .n? n!
1 1 1 1 2 1 1 2 n-1
=2+-1-)+—(1-Hqg-)+..+—1-—911-—)..0—-—)
2! n 3! Nn n n! n n n
1 1 1 1 1 2
Ateda an+1= (1+—)""1=2+—(1- Y+ —(1 - ) (1 - Y+ .+
N+l 2! n+1 3! N+l n+l
1 1 2 n
+ 1- 1- ) (1——)
(n+1)! N+l n+1 n+1
1 1 2 2 n-1 n-1
Pretoze 1- <1l- , 1- <1l- I <—
n n+1 n n+1 n n+1
Je an<an+1 toznamend, dana postupnost’ je rastica. Dalej je zrejme, Ze
1
1<@+—)"
.n
k-1 1 1 1
PretoZze pre k>2je 1 - <1, = <
.n kI 1.2.3... k 2kt
.pritom plati nerovnost’
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
<2+ —+—+ ...+ <2+ + + ...+ =2+—(1+—+—+.+—)=
2! 3! .n! 2 22 -t 2 2 22 2272
1 1
( )nfl ()nfl
12 -1 1 1-2 1
=2+ — :2+_—:3_(_)n—1
2 1 1
1 1- —

2 2
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Teda l<an<3 ¢o znamena, ze dana postupnost’ je ohranicena.
Pretoze je aj monotdnna, podl'a vety 9 je konvergentnd. Jej limitu budeme oznacovat’
pismenom e. Teda
1
e=lim (1+-—-)"
JN—0 n

Mozno dokazat, ze ¢islo e je iracionalne. Toto Cislo e spolu s ¢islom =« je jednym
Z najdolezitejsich Cisel matematickej analyzy. Cislo e je aj si¢tom nekonecného radu

e=1l+—+—+. . +— .. e=2,71828....

Cislo e ma taktieZ vlastnosti, Ze je vyhodné zvolit’ ho za zaklad logaritmov. Logaritmy so
zakladom e sa nazyvaju prirodzené logaritmy. Namiesto loge x piSeme oby¢ajne iba In x.

Mocnina s iracionalnym exponentom.

Symbol @* mame zatial’ definovany iba pre racionalne ¢islo X. Vieme ¢o znamena
2°,5” | apodobne

Nevieme vSak eSte, Co znamena a*, ked’ x je iraciondlne ¢islo. Napriklad ¢o je to 2™ ?
Nasou ulohou je definovat’ vyznam symbolu a* pre vSetky realne ¢isla X (teda i pre
iracionalne). Pontka sa myslienka: zvol'me postupnost’ {rn} raciondlnych c¢isel konvergujicu
k Cislu x, to je taku, ze lim rnh = X.

.N—0o0

V ¢lanku o vybranych postupnostiach sme ukazali, Ze taka postupnost’ a to dokonca
neklesajlca, existuje. Limitu postupnosti {a'"} ozna¢ime a*. Ale aby sme to mohli vykonat’,
musime najskor ukazat’, ze lim a'" existuje a nezavisi od toho, ktoru postupnost’

.nN—a0
Racionalnych ¢isel konvergujucu k x sme zvolili a napokon, Ze v pripade racionalneho ¢isla
X sa tato limita rovna Cislu a*, ktoré sme definovali. To v§etko nam zarucuje veta 11. , ktora
uvedieme bez dokazu.

Veta 11. Pre 'ubovol'né realne ¢islo a > 0 a l'ubovol'né realne ¢islo X plati:
a) Ak {r} je l'ubovol'na postupnost racionalnych Cisel taka, ze lim rn = X, tak
.n—0
. existuje lima'"=a . Toto ¢islo a je kladné a nezavisi iba od a a X.

.N—0a0

b) Ak X je racionalne ¢islo, tak o = a*.
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Cislo o z vety 11. oznaGujeme symbolom a*. Z tejto definicie vyplyva, Ze &islo a¥ moZzeme
aproximovat’ s 'ubovol'nou presnost’ou mocniny s racionadlnym exponentom. Napriklad
2™ = 2314 Mozno dokazat, ze tak x lezi medzi racionalnymi ¢islami ri, r2, tak aX lezi medzi
¢islami @™, a'?, ¢o znamena, ze al <a*<a, ak ri<x<roe.

Napriklad 23,14 < 275 < 23,15 23,141 < 275 < 23,142 23,1415 < 21r < 23,1416

Mozno dokézat’, ze pre takto definovanu ( zovSeobecnent ) mocninu platia tie isté pravidla
ako pre mocniny s racionalnym exponentom. .a*t. @? = a2 = (aX!)@ = g2

Nevlastna limita postupnosti.

Majme postupnost’ {an} ={n?}. Coje 1% 22,32 ..n% ... 1)

Tato postupnost’ zrejme nie je ohranicena, teda podla vety 8. nie je konvergentnd. M4 vSak
tuto jednoduchu vlastnost’: s rastiicim indexom n vzrastaju ¢leny tejto postupnosti nad kazdé
Cislo. Presne povedané: Ku kazdému ¢islu A existuje ¢islo no také, ze pre n > no je an > A, to
znamena, ze v kazdom okoli Ua(e) lezia takmer vSetky ¢leny postupnosti {an}. Skutocne:
Akje A<0,stacivolit no=0,alebopren>noje N>>0>A , ¢izean>A. Akje A>0,
sta&i volit no=+A , lebo pre n>nojen?>no=A. Je jasné, ze &im vidsie je A, tym vicsie
musime vo veobecnosti volit’ no, ak chceme, aby pre vietky n > ng bolo n? > A,

Podobnt vlastnost’ ma postupnost’ {an} ={—2n + 1}, .... (2)
- 1,-3,-5-7,..-2,+1, ...

Tu plati toto : Nech je A akékol'vek Cislo, existuje ¢islo no také, ze pre n > no je an < A,
Staci volit’ no tak, aby —2ng + 1 = A, to znamena

1
No=—_(1-A)
2

Pre n>no je potom—2,+1<—-2p0+1=A, ¢ize an <A.
Opisané vlastnosti vyjadrujeme kratko slovami: postupnost’ (1) ma nevlastnt limitu oo ,
postupnost’ (2) ma nevlastnu limitu — o . A vSeobecne ju definujeme:

Postupnost’ {an} ma nevlastna limitu oo, ak v kazdom okoli Ua(0) leZia takmer vSetky Cleny
postupnosti {an}, o znaci, ze ak ku kazdému ¢islu A existuje také Cislo no, Ze pre n >ng je
.an> A. PiSeme lim an = oo alebo kratko an — .
.nN—a0
Podobne definujeme: Ak v kazdom v okoli Ua(— o) lezia takmer vSetky ¢leny postupnosti
{an}, ¢o znamena, Ze ak ku kazdému Cislu A existuje také ¢islo ng , ze pre n >ng je an < A,
hovorime, Ze postupnost’ {an} ma nevlastnu limitu — oo a piSeme lim an = — oo alebo an— — oo.
.nN—a0
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Poznamka . Limita v zmysle definicie uvedenej v ¢lanku limita postupnosti sa ¢asto nazyva

.vlastna limita , aby sme ju odlisili od nevlastnej limity. Nazov konvergentna
. postupnost’ pouzivame len pre postupnosti, ktoré maja vlastna limitu.

Ak je dana postupnost’ {an}, Zrejme mozu nastat’ tieto pripady:

1) existuje vlastnd lim ap
.N—00

2) lim an= o
n—oo
3) limay=-o

n—oo
4) Neexistuje ani vlastnd, ani nevlastna limita. V tom pripade hovorime, ze

postupnost’ {an} je oscilujica. Taka je napr. postupnost’ {(— 1)"}. Mozno dokazat’, Ze tieto

Styri moznosti sa navzajom vylucuju.

Poznamka . Pomocou okoli mézeme definiciu vlastnej limity sformulovat’ spolo¢ne takto
Bod a je limitou postupnosti {an}, ak ku kazdému okoliu U(a) existuje také
okolie U(x), ze pre kazdé n € U(x) je an € U(a). Ak a je Cislo, hovorime o
vlastnej limite, ak a = oo alebo a = — o, hovorime o nevlastnej limite.
Uvedieme bez dokazu eSte niekol'ko doleZitych viet o limite monotéonnych postupnosti
a 0 nevlastnej limite.

Veta 12. a) Nech je postupnost’ {an} neklesajuca. Ak nie je zhora ohrani¢ena, lim an = o0
.N—00

A je zhora ohrani¢end, ma vlastnu limitu a pricom plati an<apren=1,2, 3, ..
b) Nech je postupnost’ {an} nerastiuca. Ak nie je zdola ohrani¢ena, plati
lim an = — o0. Ak je zdola ohrani¢ena, ma vlastnu limitu a a plati an>a
.N—00
pre n=1,23, ...
Z tejto vety vyplyva:

Veta 13. Monotonna postupnost’ je konvergentna vtedy a len vtedy, ked’ je ohraniena.

Veta 14. a) Ak je postupnost’ {an} ohrani¢ena a lim by =00, tak
.nN—a0

lim (an + bn) =0
n—oo

lim (an — bn) =—00
n—oo

.dn
lim — =0, ak bn#0 pre 1,2,..

n—ao0 bn
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b) Ak ||m dn =0, lim bn =0, tak lim (an + bn) =00, lim (anbn) =00,
n—oo n—aoo n—oo n—oo

c) Ak lim an=o0, limbn=-o0, tak lim (an—bn) =00, lim (anbn) =— oo.

n—oo n—oo n—oo n—oo
d) Ak liman=a, a#0, limby=oo, tak
n—oo n—oo

o, ak a>0
Iim(anbn):
—oo,ak a<0

e) Ak liman=a#0, limby,=0, bh>0 pre vSetky n, tak

n—oo n—oo
an oo, ak a>0

lim — =
bn —oo,aka<0

1
Priklady: 1. lim 2", ateda lim
N—00 n—oo 2"

:O’

2. lim[1)"+n]=c0, lim[(=1)"—n]=—c0,

Pretoze postupnost’ {(— 1)"} je ohranicena a postupnost’ {n} ma nevlastni limitu o.

5 10
3 limM-5n-10)= lim(1-——-——)n=w
n—0o0 n—0o0 n n®
5 10
Pretoze lim(1—-———)=1>0, limn®=o0.

.Nn—00 n n3 n—oo



