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Vektorova algebra
1. Orientované usec€ky

Definicie : Use¢ka AB je mnozina vietkych bodov, ktoré leZia na priamke AB medzi bodmi
A a B vratane bodov A a B. Ak A=B, tak usecku nazyvame nulova tsecka. Orientovana
useCka AB je usecka, ktorej krajné body maju ur¢ené poradie. Bod A nazyvame zaciato¢ny
bod ( zaciatok ), bod B nazyvame koncovy bod ( koniec ) orientovanej usecky AB. Nulova
N orientovana useCka ma zaciato¢ny aj koncovy bod A. Velkost’ usecky AB
A B  (ozn. |AB|) je nezaporné realne Cislo, ktoré vyjadruje akym nasobkom
zvolenej jednotkovej tsecky je usecka AB. Nulova tsecka mé vel'kost nula.

1. veta : Ak A,B su 2 r6zne body, tak AB=BA, ale pre orientované uisecky plati AB#BA.

Realny nasobok orientovanej tsecky :
1. Kazdy ndsobok nulovej tsecky je nulova usecka.
2. Dané st keR a nenulova orientovana usecka AB. Orientovanu tsecku AC = k.AB zostro-
jime tak, Ze na priamke AB ndjdeme bod C, pre ktory sti€asne plati :
|AC| = |k|.JAB| a zarovenn  ak k>0, tak Ce—>AB
ak k<0, tak C lezi na polpriamke opac¢nej ku —-AB.

Student musi vediet :
— zostrojit’ akykolvek celociselny alebo raciondlny nasobok danej orientovanej uisecky.

2. Vektory a operéacie s nimi

Definicie : Polpriamky —»AB a —CD, ktoré¢ lezia na jednej
NA B - , ; oy .

. priamke, nazyvame suhlasne rovnobezné polpriamky, ak
hrani¢na AB c CD alebo CD < AB. Polpriamky —AB a —CD, ktoré
priamka lezia na rovnobeznych priamkach nazyvame stthlasne rovno-
bezné polpriamky, ked’ lezia v jednej polrovine s hrani¢nou
priamkou AC. Orientované tsecky AB a CD maju ten isty
smer, ked’ polpriamky —AB a —CD st sthlasne rovnobezné. VSetky orientované tsecky,
ktoré maju ten isty smer a rovnaki vel’kost’, znazoriuju jeden vektor. Nulové orientova-
né usecky znazornuji nulovy vektor. Vektory oznacujeme v, U, 0. Kazdi orientovantl usecku
AB, ktora znazorfiuje vektor v, budeme nazyvat’ umiestenie vektora v, ozn.v = AB.

Pozndmka : V tlaCenom texte sa oznacenie vektora pise
tuénym pismom. V pisanom texte sa nad oznacenie
vektora piSe Sipka.

Operéacie s vektormi mézeme geometricky realizo-
vat’ len pomocou ich umiesteni. Vyuzivame najma
operacie s orientovanymi tseckami, ktoré maju spo-

lo¢ny zac¢iatok. Ak u = AB av = AC, tak
lL.u+v=AB+AC
Vysledok scitania vektorov, nezavisi
od toho, v akom poradi ich s¢itujeme.
2. Ak keR, tak k.u = k.AB




Poznamky zo Studentského portalu Zones.sk www.zones.sk

3.-u=-AB
4.u-v=AB + (-1).AC
Ak u-v = o ( nulovy vektor ), tak u a v nazyvame opacné vektory.

2. veta : Vysledok operacii s vektormi nezavisi od umiestenia vektorov.

Student musi vediet :

—ndjst na obrdazku v rovine aj v priestore vsetky mnoziny tych orientovanych useciek, ktoré
sU umiestenim jedného vektora

—zostrojit graficky sucet a rozdiel dvoch vektorov

— zostrojit akykolvek celociselny alebo raciondlny nasobok daného vektora

3. Sustava suradnic na priamke, v rovine a v priestore

0 I Definicia : Na priamke zvolime 2 r6zne body O a I, ktorym

' priradime ¢isla 0 al. Kazdému bodu X leziacemu na priamke
priradime ¢islo xeR tak, aby OX = x.0Ol. Bod O budeme nazyvat’
zaliatok sustavy, UseCku OI jednotkova tsecka a ¢islo x siradnica bodu X, ozn. X[x].

3. veta : Ak A[a] a B[b], tak plati : a) stredom tsecky AB je bod S[2( a+b )]
b) |AB| = | a-b |

Definicia : V rovine zvolime 3 rdzne body O, | a J, zostrojime priamky Ol a OJ. Bod O naz-
veme zaciatok sustavy suradnic, priamku Ol nazyvame x-o0s a priamku OJ y-0s. Kazdému
bodu M v rovine priradime ako suradnice taka dvojicu realnych ¢isel [x,y], pre ktort plati :
OM =x.0l +y.0J. Ak Ol L 0OJ, tak sustavu nazyvame ortogonalna ( pravouhla ) sistava
suradnic. Ak zaroven plati |o1|=]013], tak sustava sa nazyva ortonormalna ( kartezian-
ska ) sUstava.

4. veta : Ak Afai,az], B[b1,bz2] a C[c1,c2], tak plati :
a) stredom tusecky AB je bod S[4( ai1+b1 ), Y2( az+b2 )]
b) |AB| = v (a1—b1 )? + (az—b2)?
¢) taziskom trojuholnika ABC je bod T[%( a1+bi+C1),%( az+b2+c2 )]

Definicia : V priestore zvolime 4 rozne body O, I, J a K, ktoré nesmu lezat’ v jednej rovine.

Zostrojime priamky Ol, OJ a OK. Bod O nazveme zaciatok sustavy suradnic, priamku Ol

nazyvame X-0s, priamku OJ y-0s a priamku OK z-0s. Kazdému bodu M v rovine priradime

ako stradnice taku trojicu realnych ¢isel [x,y,z], pre ktoru plati : OM =x.0l + y.0J + z.0OK.
Sustava suradnic v priestore moze byt :

Pavoto€iva — pouziva sa z pravotociva — pouziva sa vo
v deskriptivnej geometrii fyzike a v analytickej geometrii

y

Ak je ststava suradnic ortogondlna, vidime tsecku OI skreslene, jej zdanliva velkost je
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priblizne % jej skuto¢nej vel'kosti. Zaporné Casti osi kreslime ¢iarkovanou ¢iarou - ak ich
nepotrebujete, tak ich nekreslite !

5. veta : Ak Ala,az,a3], B[b1,b2,bs] a C[c1,c2,c3] tak plati :
a) stredom usecky AB je bod S['2( a1+b1 ), ¥2( a2+b2),%( as+bs)]
b) |AB| = (‘a1—b1 )2 + (a2—b2)? + (as—bs)?
c) taziskom trojuholnika ABC je bod T[%( ai+bi+c1),%( az+ba+c2 ),Y4( as+bsz+cs )]

Student musi vediet :

—vypocitat velkost usecky a suradnice jej stredu, ak pozna suradnice krajnych bodov usecky

—wypocitat suradnice taziska trojuholnika, ak pozna suradnice jeho vrcholov

—zndzornit' v sUradnicovej sustave Vv priestore kocku, kvider, stvorboky ihlan apod. a napisat
stradnice ich vrcholov

4. Suradnice vektorov

Definicia : V rovine st dané body Alai,az] a B[b1,b2]. Stradni-
cami vektora v =AB nazyvame usporiadanu dvojicu ¢isel
[v1,v2], pre ktoré plati : vi = bi—a1 a v2 = be—a2. V priestore sU
—————————— | dané body Al[a1,a2,a3] a B[b1,b2,bs]. Stradnicami vektora v =AB
! nazyvame usporiadant trojicu ¢isel [v1,v2,v3], pre ktoré plati :
i V1 = b1—ai1, V2 = by—az a v3 = bz—as.
Cq x Zapis v =B—A znamena, Ze umiestenim vektora v je oriento-
vana useCka AB. Pouziva sa aj zapis B = A+v, tzv. sucet bodu
a vektora. Ak posunieme bod A rovnakym smerom, ako je smer vektora v, o vzdialenost’
zhodnu s velkost'ou vektora v, splynie s bodom B. Preto hovorime, Ze vektor je posunutie.

<l

6. veta : Dané st vektory v[vi,v2,v3] a u[uz,uz,us]
a Cisla k,meR. Plati :
a) u+v = [uitvi,Uuz2+va,ustvs] b
b) u—v = [ui—Vv1,u2—V2,uz—Vvs] "
c) k.u=[k.ui,k.uzk.us]
d) Kk.u+m.v =[k.uz+m.vy,K.uz+m.vz,K.us+m.vs]

<l

Pozndmka : Dva vektory st rovnobezné prave vtedy,
ked’ suradnice jedného z nich su nasobkami sdradnic - e
druhého vektora. Opacné vektory maji opacné ~. L
sradnice.

Definicia : Vel’kost'ou vektora v nazyvame velkost ktorejkol'vek orientovanej Gisecky AB,
ktora je umiestenim vektora v. Ozn. |v| alebo |AB|.

7. veta (o velkosti vektorov ) :
V ortonormalnej ststave stradnic v rovine pre vektor v[va,vz] plati : [v| = V vi2+v2?
V ortonormalnej sustave suradnic v priestore pre vektor v[vi,v2,vs] plati :
V] = V viZ+va2+vs?
Dokaz : vyplyva z Pytagorovej vety.
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Student musi vediet :

— napisat suradnice vektora a zndazornit vektor v suradnicovej sustave

— napisat suradnice suctu a rozdielu vektorov, suradnice nasobku vektora
— napisat suradnice vektora, ktory je rovnobezny s danym vektorom
—vwypocitat velkost vektora

5. Skalarne nasobenie vektorov

Definicia : Ak u = AB a v = AC, tak konvexny uhol BAC ( < 180°) nazyvame uhol vektorov
uav (ozn. ¢ ). Uhol nie je definovany, ak aspon jeden z vektorov je nulovy. Ak uav su
nenulové vektory, ktoré zvieraju uhol ¢, tak ¢islo lul.|v].cos ¢ nazyvame skalarny sacin
vektorov u av (0zn. u.v). Ak aspon jeden z vektorov je nulovy, tak ich skalarny stéin je 0.

8. veta (Lo skalarnom sucine ) : V ortonormalnej sustave stradnic v rovine pre kazdé dva
vektory ufug,uz] a v[va,v2] plati : u.v = ui.v1 + uz2.v2. V ortonormalnej sustave suradnic
v priestore pre kazdé dva vektory u[uz,Uz,uz] a v[vi,vz,va] plati : u.v = ui.vi + Uz2.v2 + U3.v3 .

Dokaz (v rovine) : y 4
Podra kosinusovej vety : a® = b? + ¢? — 2.b.c.cos ¢ C
|BC|2=|ul|?+|v]2-2.|ul.|v].cos ¢ 2 |
1

-2.u.v 7 i
uv=(lul?+[v|?-|BC|?) a
Po dosadent stradnic : L O A B
UV = Vo[ Ur®+ U+ Vi?+ VoP—( Ur—V1)*—( Uz—V2)?] | i |
Po Uprave : U.v = ui.vi + U2.V2 N . . i
Pouzitie skalarneho stéinu : A=0 Y u X

9. veta (0 uhle vektorov ) : Uy
Pre velkost’ uhla ¢ nenulovych vektorov u a v plati : cos ¢ = -|—|—|—|-
ul.lv

Doésledok : nenulové vektory u a v si na seba kolmé prave vtedy, ked’ u.v = 0.

Student musi vediet :

—wvypocitat skalarny sucin 2 vektorov, ak pozna velkosti vektorov a ich uhol

—vypocitat skalarny sucin 2 vektorov, ak pozna suradnice vektorov

—zistit, ¢i dané 2 vektory su na seba kolmé

—vypocitat uhol 2 vektorov, ak pozna ich suradnice

—vypocitat uhly v trojuholniku ( Stvoruholniku apod.), ak pozna suradnice jeho vrcholov
—vypocitat uhly hran v mnohostene( ihlan, hranol ), ak pozna suradnice jeho vrcholov

Doplnok : Ak pohyb hmotného bodu po priamke prebiehal tak, ze jeho posunutie d spdsobila
stala sila F, ktorej smer zviera so smerom posunutia uhol ¢, tak tato sila vykonala pracu
W=|F||d].coso
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6. Vektorové nasobenie vektorov

Definicia : Vektorovy sti¢in nenulovych vektorov u a v je vektor w, ktory ma tieto
vlastnosti :

1. w je kolmy na vektory u a v Pravidlo pravej ruky :
2. smer vektora w je uréeny pravidlom pravej ruky Ruku polozime dlafiou na rovinu

3.Awl=lul.Iv].sin¢ o v ktorej lezia vektory u a v. Palec
Ak je aspofi Je’dve.tn z vgktorov u a v nulovy, tak ich postaveny kolmo k dlani urduje
vektorovym sucinom je nulovy vektor. smer vektora w.

Vektorovy sucin oznacujeme U X V.

10. veta : Pre kazdé nenulové vektory u a v v priestore plati :
a) ak u je ndsobkom v, tak u x v=0
b)uxv=—(vxu)

11. veta : V pravotocivej ortonormalnej sustave suradnic v priestore st dané vektory
ufug,Uz,us] a V[v1,V2,v3]. Potom stradnice vektora w = u x v mézeme vypocitat’ podl’a
vzorca : Wi = u2.v3— us.Vz, W2=U3.V1i— U1.V3, W3 = U1.V2— U2.V1

Pozndmka : Ak potrebujeme uréit’ v priestore 'ubovol'ny vektor, ktory je kolmy na dané

vektory u a v, tak pouzije-me vektor w = u x v. .
Y c

12. veta ((obsah trojuholnika ) : V priestore je dany

trojuholnik ABC. Nech b = AC a ¢ = AB.

Potom Sasesc = Y. | bxc |

Dokaz : Saasc =%2.C.Ve, Ve = b.sina, b = |b], ¢ = c| B

Po dosadeni : Saasc = ¥2.|b|.Ic|.sin o = %. lbxcl :

podrla definicie vektorového stcinu & C

=o'

Poznamka : Z kazdej tlohy v rovine mozeme urobit’ tlohu ~ A=0 X
V priestore tak, ze za tretiu stiradnicu bodov ( vektorov )
dosadime nulu.

13. veta ((objem rovnobeZnostena ) : Rovnobeznosten je Stvorboky hranol, ktorého proti-
l'ahlé steny st rovnobezné. Pre objem rovnobeznostena ABCDEFGH, v ktorom u = AB,
v= ADaw=AEplati: V= |(uxv).w|

Pozndmka : Sucin (u X v).w sa nazyva zmieSany sucin vektorov.

Student musi vediet :
—vypocitat vektorovy sucin danych 2 vektorov v priestore
— napisat suradnice vektora, ktery je kolmy na dané 2 vektory
— pomocou vektorového sucinu vypocitat obsah trojuholnika v priestore aj v rovine
— pomocou vektorového sucinu vypocitat' objem a povrch rovnobeZnostenu
—zistit' vzdialenost' 2 rovnobeznych rovin ( priamok )
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