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Zobrazenia v rovine

1. Zobrazenie

Definicie : Zobrazenim Z mnoziny A do mnoziny B nazyvame predpis, ktory kazdému
prvku x mnoziny A prirad’uje prave jeden prvok y mnoziny B. Zobrazenie v rovine prirad’uje
kazdému bodu roviny jeden ( iny ) bod. Tato definicia nie je celkom presna, pretoze pojem
., predpis “ nie je v matematike definovany. Zobrazenie vytvara usporiadané dvojice prvkov.
Presnejsie ho mézeme definovat’ takto :
Z={V[xy]: xeAAyeAB A[x,y]leZ <=>V xeA 3 yeB: [x,y]eZ },

t.j. zobrazenie Z mnozZiny A do mnoziny B je mnozina vSetkych usporiadanych dvojic[x,y],
pre ktoré sucasne plati : x patri do mnoziny A, y je prvkom mnoziny B a ku kazdému prvku
xeA existuje prave jeden prvok yeB taky, Ze [X,y] patri do mnoziny Z.

Ak sa vam zda, ze ste tieto definicie uz niekedy poculi, nemylite sa. Zobrazenie je
funkcia. Zapis Y=Z(X) ¢itame ,,zobrazenie Z priraduje bodu X bod Y. Bod X nazyvame
vzor abod Y je obraz bodu X v zobrazeni Z. Budeme sa zaoberat’ len zobrazeniami v rovine.

Definicie : Bod X, pre ktory v danom zobrazeni Z plati X=Z(X), sa nazyva samodruzny bod
( v zobrazeni Z ). Samodruzny bod je priradeny sam sebe. Ak pre vSetky body X ttvaru U
plati, ze ich obrazmi su body, ktoré tieZ patria do utvaru U, tak utvar U nazyvame samo-
druzny utvar (v zobrazeni Z).

Definicia : Zobrazenie, ktoré kazdému bodu Y priradi prave ten m
bod X, pre ktory v zobrazeni Z plati Y=Z(X), sa nazyva inverzné

[ ] L ]
zobrazenie k zobrazeniu Z, ozn. Z1. KUY
Z

Ulohy: u—>ru
1.1 Akt vlastnost’ ma zobrazenie ( funkcia ) Z, ak existuje B B'
k nemu inverzne zobrazenie ? /\
I
Definicia : Ak pre vSetky prvky A,B utvaru U a ich obra- A ~TA

zy A‘=Z(A), B‘=Z(B) v zobrazeni Z plati, ze vzdialenost
bodov A,B je rovnakd ako vzdialenost’ ich obrazov, tak
zobrazenie Z nazyvame zhodné zobrazenie. Zhodné zobrazenie v rovine zachovava dizky
useciek, vel'kost’ uhlov, velkost” a tvar rovinnych Utvarov.
Zhodné zobrazenia v rovine su identita, osova sumernost’, otacanie, osova
simernost’, posunutie a posunuta simernost’.
Kazdé zhodné zobrazenie v rovine je prosté a existuje k nemu inverzné zobrazenie.

Definicia : Identita, ozn. I, je zhodné zobrazenie v rovine, ktoré kazdému bodu X roviny
priradi ten isty bod, t.J. I(X)=X. V tomto zobrazeni je kazdy bod samodruznym bodom
a kazdy utvar samodruznym ttvarom.



Poznamky zo Studentského portalu Zones.sk www.zones.sk

2. Osova sumernost’ 0s

Postup pri rysovani osovo sumerného bodu zna- ¥ S.00=Y
zorfuje obrazok. Z bodu X urobime kolmicu na os. =
Vzdialenost’ bodu X od osi prenesieme do opacne;j
polroviny. Bod Y lezi na kolmici na os, v rovnakej
vzdialenosti od osi ako bod X, v opa¢nej polrovine.

Osova sumernost’ s 0S0U 0 sa oznaéuje/v SO

sumernost  0S T
simernosti
Samodruzné body osovej simernosti leZia na osi simernosti. Samodruzné utvary musia
mat’ aspon jednu os simernosti — nazyvajd sa 0sovo sumerné utvary.

R4 2.1 Narysujte podobnu osovo simernu dvojicu

obrazkov ako st obrazky vlavo. Vzor je zeleny,

’ 0sOVo sumerny utvar ¢erveny, osou sumernosti
je ¢ierna priamka.

Ako by vyzeral obraz, ak by osou sumernosti
bola modra ¢iarkovana priamka ?

2.2 Narysujte vSetky osi simernosti priamky, usec-
ky, trojuholnika, Stvorca, obdiZnika, kosostvor-
ca, pravidelného Sest'uholnika, pravidelného
n-uholnika ( rozliSujte parny a neparny pocet
vrcholov ), lichobeznika, kruhu a polkruhu.

Osova sumernost’ je prosté zobrazenie.
Inverznym zobrazenim k osovej sumernosti So je
osova sumernost’ s tou istou osou, t.j. So = So 2.

RieSenie konStrukénych aloh pomocou
osovej sumernosti p
[
Priklad : Dané su utvary U a V, ktoré lezia v opa¢nych U=s.()
polrovinach s hrani¢nou priamkou p. Zostrojte body X
a'Y, pre ktoré sucasne plati : XeU AY eV A Y=Sp(X).
Riesenie :
Nevieme, kde presne na Utvare U lezi bod X.
Ale jeho obraz Y v osovej simernosti s osou p bude
lezat’ na utvare U‘=Sp(U). Podl'a zadania tlohy ma bod }(\
Y lezat’ zaroven na utvare V, preto plati : YeU*‘nV,
t.j. bod Y je priese¢nikom daného utvaru V a Utvaru
U*, ktory je osovo simerny s utvarom U. Pretoze
osova sumernost’ je sama sebe inverznym zobrazenim, X=Sp(Y).

-

Ulohy :
2.3 Dané st kruznice k a 1, ktoré lezia v opacnych polrovinach s hrani¢nou priamkou p.
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Zostrojte use¢ku XY, pre ktort sucasne plati : Xek, Y el a priamka p je osou simernosti
usecky XY. Ako sa zmeni rieSenie tejto tlohy, ak namiesto kruznice k bude dany napr.
rovnostranny trojuholnik a namiesto kruznice 1 §tvorec ?
2.4 Zvol'te polomery a vzajomnt polohu kruznic k,l a priamky p z predchéadzajlcej
lohy tak, aby uloha a) mala 2 rieSenia
b) mala 1 rieSenie
¢) nemala rieSenie
d) mala nekonecne vel’a rieSeni
2.5 Rdéznobezné priamky a,b,c neprechadzaji spoloénym bodom. Zostrojte iseCku BC
kolmu na priamku a taku, ze Beb, Cec a stred tise¢ky BC lezi na priamke a.
2.6 Dané su roznobezné priamky p a g, ktoré sa pretinajd
v bode A a kruznica k ( pozri obr. ). Zostrojte rovno- q
ramenny trojuholnik ABC, pre ktory sucasne plati :
Bek, Ceq a priamka p je osou sumernosti trojuholnika

ABC. A P
2.7 Dané su rovnobezné priamky a,b a priamka c, ktora

ich pretina. Zostrojte $tvorec ABCD, pre ktory sucasne

plati : Aea, Cec, B,Deb.
2.8 Zostrojte trojuholnik ABC, ak je dané : k

a) c=4cm,B=60°aa+b=6cm
b) a=5cm,b+c=9cmavc=3,5cm.

Riesenie Gloh o hPadani najkratSej cesty

Priklad : Dana je priamka p, body A,B ktoré lezia

v jednej polrovine s hrani¢nou priamkou p, A‘=Sp(A),

B‘=Sp(B) a bod PepnAB* ( pozri obr. ). Dokazte, ze

a) pre vSetky body X ( r6zne od bodu P), ktor¢ lezia na
priamke p plati : |[AX|+|XB|>|AP|+|PB|

b) a=p

RieSenie :

Pretoze A‘=Sp(A), plati |AX|=|AX]| a |A‘P|=]AP]. V trojuholniku ABX plati trojuhol-
nikova nerovnost : |A‘B|<|A‘X|+|XB| => |A‘P|+|PB|<|A‘X|+|XB| => |AP|+|PB|<|AX|+|XB|.
Rovnost’ plati pre X=B. Zhodn¢ tsecky su oznacené rovnakou farbou. Trojuholnik B‘BP je
rovnoramenny ( preco ? ), priamka p je jeho osou simernosti => =[B°. Pretoze uhly B‘ a a sSU
vrcholové uhly, plati a=B=.

ek I F—

Podl’a predchadzajuceho prikladu osovi simernost’ moéZeme vyuZit’ pri rieSeni iloh,
v ktorych hPadame najkratsiu cestu z bodu A ku priamke p a odtial’ do bodu B ( body
A a B lezia v jednej polrovine s hrani¢nou priamkou p ) a pri rieSeni fyzikalnych aloh o uh-
le dopadu a odrazu.

Ulohy :
2.9 Zostrojte trojuholnik ABC, ak su dané body A a B, ktoré lezia v jednej polrovine s hra-

ni¢nou priamkou c, pricom bod C musi leZat’ na priamke ¢ a A ABC musi mat’ mini-
malny obvod.
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Zeleznica

2.10 Najdite miesto, kde by mala stat’ stanica. Sustava
ciest spajajucich vyrobnu halu, sklad a zeleznicu musi sklad
byt’ pritom ¢o najkratsia. .
2.11 Nech bod A je vnatorny bod daného ostrého uhla
s vrcholom V. Na ramenéch tohto uhla najdite body = vyrobna hala
B,C tak, aby A ABC mal minimalny obvod.

2.12 Styria kamarati taboria na luke v mieste T. Najdite pre maliny
nich najkratSiu cestu z tdbora k malindm, odtial’ k po-
toku a spét’ do tabora. Preco nie je najkratSou cestou o T

spojnica tabora a miesta, v ktorom st maliny hned’
vedl'a potoka ? potok

Fyzikalne ulohy o uhle dopadu a odrazu

Priklad : Zostrojte drahu svetelného laca, ktory vychadza zo
zdroja A, odraza sa od rovinnej plochy p a prechaddza bodom B.
Riesenie :

Zostrojime body B‘=Sp(B) a Te BB‘p. Trojuholnik
BB‘T je rovnoramenny a priamka p je jeho osou simernosti =>
vsetky uhly, ktoré st na obr. oznac¢ené § st zhodné => zhodny
je aj uhol dopadu o s uhlom odrazu y.

Ulohy : m
2.13 Hrac¢ X chce prihrat’ puk spoluhracovi Y tak, aby sa puk P
odrazil od mantinelu m. Hra¢ Y sa mdze pohybovat’ iba : 5
vo vnutri kruhu k. Od ktorej Casti mantinelu sa musi puk | ;
odrazit, aby sa prihravka podarila ? R
2.14 Zostrojte drahu biliardovej gule z bodu A do bodu B tak, K
aby sa gul’a odrazila a) od jednej steny stola . X
b) od dvoch susednych stien
¢) od dvoch protil'ahlych stien

7 3. Skladanie osovych sumernosti

/—\\\ Definicia : Hovorime, ze zobrazenie Z vznikne zloZenim
zobrazeni Z1 a Z2, ak pre vSetky body X v rovine plati, ze

o X 4 oX' Ly oY
LAY Y=Z(X) prave vtedy, ked’ X‘=Z1(X) a Y=2Z2(X").

Priklad : Aké zobrazenie vznikne zloZzenim dvoch osovych sumernosti
a) S rovnobeznymi osami b) s kolmymi osami C) S rdznobeznymi osami ?
RieSenie :

Zlozenim dvoch osovych sumernosti s rovnobeznymi osami vznikne posunutie.
Zlozenim dvoch osovych simernosti s kolmymi osami vznikne stredova simernost’. Zlozenim
dvoch osovych simernosti s roznobeznymi osami vznikne otacanie.

-

Ulohy :
3.1 Dany je pravouhly trojuholnik ABC (s pravym uhlom pri vrchole C ), priamka x rovno-

bezna s preponou trojuholnika a priamka y, ktoré je
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a) rovnobezna s priamkou x

b) kolmé na priamku x

C) roznobezna ( ale nie kolma ) s priamkou X

Zostrojte A A1B1Cy, ktory je obrazom A ABC v osovej sumernosti s 0sou X, potom
narysujte A A2B2Co, ktory je obrazom A A1B1C1 Vv 0sovej simernosti s osou y.

4. Stredova sumernost’ %

Definicia : Zhodné zobrazenie, ktoreé vznikne zlo-
zenim dvoch osovych stimernosti s kolmymi osami
sa nazyva stredova sumernost’. Priese¢nik osi je
stred sumernosti. Postup pri rysovani stredovo d
sumerného utvaru je na obr. Stredova simernost’ so 3 (X)=
AX=Y

stredom S sa oznacuje SS

stred sumernosti
sumernost’

SamodruZznym bodom je iba stred simernosti. Samodruzné utvary musia mat’ stred
sumernosti — nazyvaju sa stredovo sumerné atvary. Stredova simernost’ je prosté zobraze-
nie. Inverznym zobrazenim k stredovej simernosti Ss je stredova simernost’ s tym istym
stredom, t.j. Ss = Ss .

Ulohy :
4.1 Narysujte podobnu stredovo simernd dvojicu

obrazkov ako su obrazky vpravo. Vzor je zeleny,
stredovo simerny utvar ¢erveny, stredom simer-
nosti je ¢ierny bod S.

Ako by vyzeral obraz, ak by stredom simernosti
bol modry bod S' ?

4.2 Zistite, ktoré z nasledujdcich utvarov — priamka,
usecka, trojuholnik, Stvorec, obdiznik, kosostvo-
rec, pravidelny Sest'uholnik, pravidelny n-uhol-
nika ( rozliSujte parny a neparny pocet vrcholov ),
lichobeznik, kruh a polkruh — maju stred sumer-
nosti.

Priklad : Dané su rovnobezné tisecky AB a CD, |AB|=|CD|. N4jdite stred sumernosti S tak,
aby CD=Ss(AB). N4jdite aj osi osovych simernosti, zlozenim ktorych vznikla dana stredova
sumernost’.
Riesenie :

Prva Cast’ ulohy ma riesenie, ak D=Ss(A) a C=Ss(B). Bod S je priese¢nikom priamok
AD a BC. Osi osovych sumernosti st 'ubovol'né dve na seba kolmé priamky, ktoré sa preti-
naju v bode S. Nie je nutné, aby niektora z tychto priamok bola rovnobezna s use¢kami AB
a CD alebo kolma na dan¢ usecky.

Ulohy :
4.3 Dané su dve zhodné kruznice. Ngjdite ich spolo¢ny stred simernosti ! Rieste ttito tilohu

pre dva zhodné obdizniky ( trojuholniky ) s rovnobeznymi odpovedajdcimi stranami.
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X=8_(X)

Priklad : Z obdiznika ABCD sa zachoval iba priese¢nik * 7 =1c
uhlopriecok S, bod X na strane AB, ]30d Y na strane BC | i:
a bod Z na strane CD. Zostrojte obdlznik ABCD ! I A
Riesenie : Y=S,(Y) }?S

K bodom X, Y a Z zostrojime ich obrazy X', Y' o R |
a Z' v stredovej suimernosti so stredom S. Ak XeAB, tak ] e A o il
X‘eCD atd. Vrchol B je pétou kolmice z bodu Y na A X Z=5(Z) B

priamku XZ' a vrchol C je patou kolmice z bodu Y na
priamku ZX'. Vrcholy A a D m6Zeme tieZ zostrojit’ pomocou stredovej simernosti ( ako ? ).

Ulohy :

4.4 Zostrojte AABC, ak poznate polohu vrcholu A, stredu strany a ( bod X ) a stredu strany b
(bod Y).

4.5 Z kosostvorca ABCD zostala iba priamka p, na ktorej lezi uhlopriecka AC a body X,Y
a Z, ktoré lezia na troch rdéznych strandch kosostvorca. Bod Z lezi v opacnej polrovine
S hrani¢nou priamkou p ako body Y a Z. Zostrojte kosostvorec ABCD.

4.6 Sestuholnik ABCDEF nie je pravidelny, ma viak stred simernosti S. Narysujte tento
Sest'uholnik, ak je dany bod S a 6 r6znych bodov, z ktorych kazdy leZi na inej strane Sest'-
uholnika.

Priklad : Dané su utvary U,V abod S, ktory nelezi
na ziadnom z nich. Zostrojte body X a 'Y, pre ktoré
sucasne plati : XeU AYeV A bod Sje stredom
usecky XY.
Riesenie :

Nevieme, kde presne na Utvare U lezi bod X.
Ale jeho obraz Y v stredovej simernosti so stredom
S bude lezat’ na utvare U‘=Ss(U). Podla zadania
ulohy ma bod Y lezat’ zaroven na tutvare V, preto
plati : YeU‘NV, tj. bod Y je priese¢nikom daného
Gtvaru V autvaru U, ktory je stredovo stimerny
s Gtvarom U. Pretoze stredova simernost’ je sama sebe inverznym zobrazenim, X=Ss(Y).

Ulohy :

4.7 Dané su roznobezné priamky p,q a bod S, ktory nelezi na ziadnej z nich. Zostrojte
a) useCku XY takua, Ze Xep, Yeqabod S je stredom tsecky XY
b) stvorec ABCD tak, aby Aep, Ceq, bod S je priese¢ni-

kom uhlopriecok Stvorca.

4.8 Dana je priamka p, kruznica k a bod T ( pozri obr. ).
Zostrojte Stvoruholnik ABCD so stredom stimernosti p
v bode T, pricom Aek, Cep a zaroven .
a) ABCD je Stvorec T
b) ABCD je obdiznik, pri¢om aj Bek.
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Presna definicia osovej a stredovej simernosti
V rovine je dana priamka 0. Osovou simernost’ou podl’a priamky o nazyvame zobrazenie
V rovine, pre ktoré sucasne plati :
1. ak Aco, tak So(A)=A
2. ak A¢0, tak So(A)=B, pricom AB je kolma na o a stred AB lezi na priamke o.
V rovine je dany bod S. Stredovou siimernost’ou so stredom S nazyvame zobrazenie v ro-
vine, ktoré kazdému bodu A roviny priradi bod B tak, ze stredom AB je bod S.

5. Otocenie — rotacia

Definicia : Zhodné zobrazenie, ktoré vznikne zloZenim
dvoch osovych sumernosti s réznobeznymi osami sa nazyva
otocenie alebo rotécia. Priese¢nik osi S je stred otocenia,
uhol otocenia je dvojndsobkom uhla osi a. Otocenie so stre-
dom S o uhol o oznacujeme

Rs
/ \,a =~ uhol otocenia
rotacia stred otocenia

Postup pri otacani bodu X okolo stredu S o uhol o
znazoriiuje obrazok. Utvary ota¢ame v kladnom zmysle, t.j. proti smeru hodinovych
ruciciek ! OtoCenie je prosté zobrazenie. Inverznym zobrazenim Kk otoceniu Rs« je otocenie
Rs,360-a, .j. otoenie s tym istym stredom S o uhol a. v zdpornom zmysle — v smere hodi-
novych ruciciek.

Ak otoCenie Rs o vzniklo zloZzenim osovych Umernosti s osami x a 'y ( v tomto poradi ),
tak inverzné otocenie R's o vznikne zloZzenim tych istych osovych simernosti ale v opa¢nom
poradi. Samodruznym bodom oto¢enia je iba stred otofenia. Samodruzné utvary su
Vv otoceni napr. kruznica a kruh — ak ich stred je zaroven stredom otocenia, uhol otocenia o
moze byt I'ubovolny.

Stredova siumernost’ je otocenim o uhol a = 180°, pri¢om stred siimernosti je aj
stredom otocenia.

Ulohy :

5.1 Dany je pravouhly A ABC, a=3cm, b =4 cm, ¢ =5 cm. Zostrojte obraz AABC v otoéeni
a) so stredom S o uhol ¢ =90°, bod S lezi mimo AABC cca 2 cm od vrcholu A
b) so stredom A o uhol ¢ = 120°
c) so stredom T o uhol ¢ = 60°, bod T je taziskom AABC.

5.2 Narysujte utvar U zlozeny so §tvorca a polkruhu ( pozri obr. ) .
a zostrojte jeho obraz v otoc¢eni R *ﬂ/\
a) so stredom A o uhol o = 75°
b) so stredom S o uhol =9° [T *om

c) so stredom X o uhol y = 150°

5.3 Narysujte podobnt dvojicu obrazkov ako st obrazky auticok na
d’alSej strane. Vzor je zeleny, Cerveny utvar vznikol oto¢enim o
90° okolo stredu S ( ¢ierny bod ). Ako by vyzeral obraz, ak by
stredom oto¢enia bol modry bod S' s uhlom oto¢enia 120° ? X
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5.4 N4jdite stred a uhol otocenia, v ktorom s
nasledujuce Gtvary — rovnostranny troju-
holnik, stvorec, pravidelny Sest'uholnik,
obdiznik — samodruznymi Gitvarmi. Nary-

sujte dané utvary len pomocou otocenia,

'EO_ ak pozname polohu stredu oto¢enia a jed-

ného vrcholu Utvaru.

a

RieSenie konStrukénych tiloh pomocou
otocenia
S

Priklad : Dané su utvary U,V, bod S, ktory
nelezi na ziadnom z nich a uhol o. Zostrojte
body X a Y tak, aby sucasne platilo :

XeU AYeV A |SX|=ISY| A |<XSY| = a.
Riesenie :

Nevieme, kde presne na Utvare U lezi
bod X. Ale jeho obraz Y v otofeni so stredom
S o uhol a bude lezat’ na Gtvare U‘=Rs«(U). Podla
zadania Glohy méa bod Y lezat’ zaroven na utvare V,
preto plati ze YeU‘NV, tj. bod Y je prieseCnikom
daného Gtvaru V attvaru U, ktory vznikol otoce-
nim Gtvaru U okolo bodu S o uhol a. Bod X néjde-
me tak, Ze oto¢ime bod Y okolo stredu S o uhol o
v zapornom zmysle, t.j. X=Rs 3s0-a(Y).

Priklad : Dané st kruznice k( K,4 cm ) al( L,3 cm),
IKL| =8 cm. Bod A lezi na kruznici k. Zostrojte
vSetky rovnostranné trojuholniky ABC také, Ze bod
C lezi na kruZznici k a bod B lezi na kruZnici L.
RieSenie :

Pretoze AABC je rovnostranny, |AB|=|AC|
a o =60°Bod C je preto obrazom bodu B v rotécii
so stredom A, uhol otacania je 60°. Nepozname presnu polohu bodu B, vieme len Ze lezi na
kruznici 1. Oto¢ime preto celt kruznicu 1. Bod C je priese¢nikom otoc¢enej kruznice 1'=Rs o(l)
na ktorej lezi obraz bodu B a kruznice k. Bod B dostaneme otocenim bodu C okolo stredu A o
60° opaénym smerom. Uloha ma viac rieSeni, obrazok je na d’al3ej strane.

-

Ulohy :
5.5 Dané su kruznice k a | rovnako ako v predchadzajacom priklade, bod Aek. Zostrojte

a) rovnoramenny AABC so zakladiiou BC tak, aby Bel, Cek a o = 120°
b) stvorec ABCD tak, aby Bel a Dek.
5.6 Ako sa zmeni rieSenie Casti a) ulohy 5.5, ak bod A nebude lezat’ na kruznici k ? Zmeni sa
vyrazne postup konstrukcie, ak kruznice budi mat’ iné polomery a vzdialenost’ stredov ?
5.7 Dané su dve sustredné kruznice k(S,r1) a I(S,r2>r1), bod Lel. Zostrojte kosostvorec
KLMN tak, aby uhol pri vrchole L mal velkost’ 75°, vrchol K lezal na kruznici k a vrchol
M lezal na kruznici L.
5.8 Dané su dve r6znobezné priamky p,q a bod S, ktory nelezi na Ziadnej z nich. Zostrojte
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Stvorec ABCD, pre ktory stucasne plati :
a) Bep,C=SaDeq b) Aep, Beqabod S je priese¢nikom uhlopriecok Stvorca.

6. Posunutie — translacia

Definicie : Zhodné zobrazenie, ktoré vznikne zlozenim dvoch osovych siimernosti s rovno-
beznymi rdznymi osami sa nazyva posunutie alebo translacia. Smer posunutia je kolmy na
osi, vel’kost’ posunutia je dvojnasobkom vzdialenosti osi. Posunutie je jednozna¢ne uréené
orientovanou usec¢kou ( resp. vektorom ), ktora uréuje velkost’ a smer posunutia — preto sa
Casto hovori, Ze posunutie je vektor. Posunutie uréené orientovanou useckou AB

wieme TAR
oznacujeme | AB X d Y=T,,(X)
translacia vektor posunutia AB|IXY

Postup pri postivani bodu zndzoriiuje obrazok.

Posunutie je prosté zobrazenie. Inverznym

zobrazenim k posunutiu Tas je posunutie Tega, A \
t.j.posunie uréené vektorom ktory ma rovnaku velkost’ d B
a opacny smer. Posunutie nema samodruzné body.

Ulohy :
6.1 Ma posunutie samodruzné Utvary ?

6.2 Narysujte podobnu dvojicu utvarov ako je dvojica auticok na obrazku na nasledujuce;j
strane. Vzor je zeleny, Cerveny utvar vznikol posunutim ur¢enym orientovanou useckou
AB. Ako by vyzeral obraz, ak by vektor posunutia mal polovi¢na velkost’ a opany smer
ako usecka AB ?
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KonStrukéné tlohy rieSené pomocou

A posunutia
Priklad : Daneé su Gtvary U,V a orientovana
usecka AB. Zostrojte body X a Y tak, aby XeU
s AYeV A XY|=|AB| A XY || AB.
B Riesenie :

Je zrejmé, ze Y=Tag(X), presnu polohu
bodu X na utvare U vsak nepozname. Jeho
obraz — bod Y — lezi na utvare U‘=Tag(U).
Podl'a zadania ulohy mé bod Y lezat' zaroven
na utvare V, preto plati ze YeU‘V, t,j. bod Y

je prieseCnikom daného utvaru V autvaru U‘, ktory vznikol posunutim utvaru U. Bod X
ziskame posunutim bodu Y 0 vzdialenost’ |AB| opaénym smerom ako je smer usecky AB.

Ulohy :
6.3 Dana je kruznica k, priamka p, tisecka XY.

a) Zostrojte usecku AB tak, aby Aep, Bek, AB|XY
a |AB|=|XY].

b) Zostrojte rovnobeznik ABCD, ktoré¢ho dva vrcholy
lezia na priamke p a d’alSie dva vrcholy lezia na
kruznici k.

6.4 Dané su kruznice k( K,r1 ) a I( L,r2<r1 ). Zostrojte
usec¢ku XY, pre ktora sucasne plati : Xek, Yel,
XY|KL a |XY[|=2|KL|. N4jdite takt polohu kruznic,
aby Uloha mala

a) jedno rieSenie b) dve rieSenia ¢) nemala rieSenie
6.5 Dané st navzajom réznobezné priamky p,q a usecka AB. Zostrojte
a) Stvorec PQRS b) rovnostranny trojuholnik PQR

tak, aby Pep, Qeq, |PQ|=|AB| a PQ||AB.

6.6 Dve miesta A a B lezia na stranach kanala, ktorého brehy st rovnobezné priamky. Miesta
treba spojit’ ¢o najkratSou cestou, pricom most musi byt kolmy na brehy kanala. Narysuje
poZadovanu cestu !

7. Podobnost’

Definicia : Zobrazenie P v rovine nazyvame podobné zobrazenie = podobnost’ prave vtedy,
ked’ existuje kladné realne ¢islo k také, ze pre kazdé dva body X,Y roviny a ich obrazy v zo-
brazeni P X‘=P(X) a Y*=P(Y) plati : |X"Y'|=k.|XY]. Cislo k je koeficient podobnosti.

Podobnych zobrazeni mézeme definovat’ v rovine nekonecne vel'a. Pre kazdé podob-
né zobrazenie plati :

« KaZzda podobnost’ je prosté zobrazenie

« Inverznym zobrazenim k podobnému zobrazeniu P s koeficientom podobnosti k je
podobné zobrazenie P~* s koeficientom podobnosti k2.

« V kazdom podobnom zobrazeni v rovine je obrazom usecky usecka, obrazom priamky
je priamka, obrazom kruznice je kruznica, obrazom pravidelného n-uholnika je
pravidelny n-uholnik atd’.

+ V kazdom podobnom zobrazeni v rovine je obrazom uhla je uhol s nim zhodny.

10
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+ Zlozenim T'ubovol'nych dvoch podobnosti P1 a P2 s koeficientmi ki a k2 je opét’
podobnost’ s koeficientom k = k1.ka.
KazZdé zhodné zobrazenie v rovine je zaroven podobné zobrazenie s koeficientom
podobnosti k = 1.

RieSenie konStrukénych dloh pomocou
podobnosti

Priklad : Do rovnoramenného AABC so zakladiiou AB
vpiste Stvorec KLMN tak, ze KLcAB, MeBC a NeAC.
Riesenie :

Je zrejmé, Ze bod S — stred strany AB — je gj
stredom strany KL. Do AABC vpiSeme $tvorec K'L'M'N'
tak, aby K'L'cAB a bod S bol stredom usecky K'L'.
Pretoze Stvorce KLMN a K'L'M'N' su nielen podobné, ale
maju aj spolocny stred strany KL ( resp. K'L'"), tak plati :
bod M je priesecnikom polpriamky SM' a strany BC a bod N je priese¢nikom polpriamky SN'
a strany AC. Konstrukcia bodov K a L je zrejméa z obrazku.

Ulohy :

7.1 Do rovnoramenného AABC so zakladiiou AB vpiste obdiznik KLMN tak, aby KLcAB,
MeBC a NeAC. Pomer dizok stran obdiZnika je |[KL|:|LM| = 1:2.

7.2 Do polkruhu s priemerom AB vpiste
a) §tvorec KLMN  b) obdiznik KLMN s pomerom stran |KL|:|LM| = 5:3
tak, aby KLcAB, MeBC a NeAC.

7.3 Ako presne rozdelime danti ise¢ku XY na dve tsecky, ktorych dizky su v pomere a:b ?
Rieste tuto ulohu pre pripad, ze a,b st
a) malé prirodzené ¢isla  b) dané Gsecky.

8. Rovnolahlost’' — homotetia

Pri rieSeni uloh v predchéadzajticej kapitole sa pouzivali podobné utvary so spolo¢nym
stredom ( resp. so spolo¢nym stredom pre rieSenie dolezitych useciek ). Pri rieSeni uloh ste
Ciastocne pouzili — bez toho aby ste o tom vedeli — podobné zobrazenie tzv. rovnol'ahlost.
Definicia : Dany je pevny bod S v rovine a nenulové realne ¢islo k. Mnozina vSetkych
usporiadanych dvojic [X,Y] bodov roviny, pre ktoré suc¢asne plati
1. |SY|=|K].|SX]

2. ak k>0, tak bod Y lezi na polpriamke SX, ak k<0, tak bod Y lezi na polpriamke opacne;j
k polpriamke SX nazyvame rovnolahlost’ alebo homotetia, pricom bod S je stredom
rovnol’ahlosti, ¢islo K je koeficientom rovnolahlosti.

Rovnol’ahlost’so stredom S a koeficientom k oznacujeme H S

k
'\‘k\koeficient
homotetia stred rovnol'ahlosti

Ulohy :
8.1 K danému trojuholniku ( obdlzniku, kruznici ) zostrojte jeho obraz v rovnol'ahlosti Hs .

Stred rovnol’ahlosti zvol'te mimo daného utvaru ( na obvode alebo vo vnutri daného
utvaru ), koeficient rovolahlosti je l'ubovol'né ¢islo k z mnoziny { 2; 0,5; -1,5 }.

11
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8.2 Dané su dve rovnobezné usecky AB a CD. Najdite vSetky stredy rovnolahlosti, ktoré
zobrazia useCku AB na tsecku CD ( resp. usecku CD na tisecku AB ).

8.3 Ako sa nazyva zhodné zobrazenie, ktoré je zaroven rovnolahlost'ou s koeficientom
a)k=-1 b)k=17?

RieSenie konStrukénych uloh pomocou rovnolahlosti

Priklad : Vo vnutri utvaru U lezi bod S. Zostrojte tsecku XY,
ktorej krajné body X a Y leZia na obvode ttvaru, pricom
SeXY aplati |XS|:|SY| = a:b.

RieSenie :

Ak pre dany pomer dizok tsediek XS a SY plati a=b,
tak Y=Ss(X) ausecku XY zostrojime pomocou stredovej
stmernosti so stredom S. Pre kazdy iny pomer je bod Y obra-
zom bodu X v rovnol'ahlosti so stredom S a koeficientom Kk,

= —b/a. Pretoze nepozname presnu polohu bodu X — lezi
niekde na obvode Utvaru U — zostrojime Gtvar U‘=Hsk(U). Bod Y leZi su¢asne na utvare U aj
na U =>YeUNU", bod X je priese¢nikom polpriamky Y'S a Utvaru U.

Ulohy :

8.4 Vo vnutri kruznice k lezi bod T. Zostrojte usecku XY, pre ktoru sucasne plati : X,Y €k,
TeXY a|XT|:[TY|=3:2.

8.5 Vo vnitri obdiznika ABCD lezi bod K. Zostrojte ise¢ku MN, ktorej koncové body leZia
na obvode obdiZnika a bod K je deli na dve usecky, ktorych dizky sa v pomere 1:3.

8.6 Dané su dve kruznice k a |, ktoré sa pretinaju. Jeden z priese¢nikov je bod A. Zostrojte
obdiznik ABCD taky, ze Bek, Del a |AB|=2.|AD|.

Priklad : Najdite spoloény stred rovnol'ahlosti dvoch
kruznic.
Riesenie :

Ktrorékol'vek dve kruznice maji asponi jeden
spolo¢ny stred rovnolahlosti. Pocet stredov rovnola-
hlosti zavisi od vzajomnej polohy a polomerov kruz-
nic. Na kruzniciach znazornime rovnobezné tisecky = polomery kruznic. Cez ich koncové
body ( nie stredy ) prelozime priamku p. Stred rovnol'ahlosti ( na obr. bod R ) je priese¢ni-
kom priamky p a priamky, na ktorej lezia stredy kruznic. Kruznice na obr. maju este jeden
spolo¢ny stred rovnol'ahlosti — ngjdite ho ! Najdite stredy rovnolahlosti aj v pripade, Ze kruz-
nice sa dotykaju, pretinajd, jedna kruZnica lezi vo vnutri druhej atd’.

Spolo¢né doty¢nice dvoch kruZnic prechadzaji cez ich spolo¢né stredy rovnol’ahlosti.

-

Ulohy :
8.7 Dana je kruznica k a bod A, ktory nelezi na kruznici k. Zostrojte doty¢nicu kruznice k

z bodu A. Na vyrieSenie tejto tlohy nie st potrebné ziadne vedomosti o podobnych alebo
zhodnych zobrazeniach v rovine.

8.8 Zostrojte spoloéné dotyénice dvoch kruznic. Ulohu riedte pre rozne vzajomné polohy
a polomery kruZnic.

8.9 Odvod'te vzorec na vypocet koeficientu rovnol'ahlosti dvoch kruznic, ak poznate ich
polomery a vzdialenost’ stredov.
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